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PREFAZIONE 


L opera postuma di Clifford, che presentiamo 
al pubblico, vede ora la luce, sei anni dopo 
la morte dell’autore, avvenuta a Madera, nel 
marzo del 1879. Crediamo dover nostro di 
spiegare come ne sia stata così ritardata la 
pubblicazione (*). 

L’opera, secondo il primo concetto di Clif¬ 
ford, doveva essere intitolata « The first prin- 
cijjles of thè mathemntical Sciences eccplained 
lo thè non-inathematical , » e contenere sei 

( ) I n ritardo ancora più serio avrà probaldlmente la 
pubblicazione della parte seconda ed ultima ( Cinetica ) 
degl. Elementi di Meccanica di Clifford, il cui manoscritto 
e completo. Credo di non esagerare, reputando questo ri¬ 
tardo una vera disgrazia pel mondo matematico. 
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capitoli, sul Numero, lo Spazio, la Quantità. 
il Movimento, e la Massa. Di quest’opera, Clif¬ 
ford dettò, nel 1875, i capitoli sul Numero e 
sullo Spazio, la prima parte del capitolo sulla 
Quantità, e, alquanto dopo, tutto quello sul 
Movimento. Dei due primi capitoli vide anche 
le bozze, ma non le corresse mai definitiva¬ 
mente. Poco tempo prima della sua morte . 
manifestò il desiderio che il libro non fosse 
pubblicato, se non scrupolosamente riveduto, e 
che ne fosse mutato il titolo, in quello di « The 
common scuse of thè Exact Sciences. » 
L’impresa della revisione e del compimento, 
morto Clifford, fu affidata al sig. R. C. Rowe. 
professore di matematiche pure all’ « University 
College» di Londra. 11 tempo e le cure, che 
egli prodigò a questo lavoro, attestano piena¬ 
mente come il professor Rowe apprezzasse 
tutta la difficoltà, e, al tempo stesso, l'impor¬ 
tanza dell’assunto impegno. E il complesso 
dell’opera sarebbe riuscito, senz’alcun dubbie, 
migliore, e più degno di Clifford che ora non 
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sia, se egli fosse vissuto abbastanza per con¬ 
durne a termine l'edizione. Il prof. Rowe morì, 
sventuratamente, nell’otlobre del 1881: ed al¬ 
lora i sigg. Kegan Paul, Trench, e G. si rivolsero 
a me, perchò mi assumessi di curare la pub¬ 
blicazione dell’opera, rimasta così incompleta. 
Non fu certo a cuor leggiero, ma bensì con un 
profondo senso di responsabilità, che io m’ac¬ 
cinsi a rivedere per la stampa l’opera di duo 
uomini, di cui ammiravo così altamente l’in¬ 
gegno, e pei quali nutrivo il più profondo rispetto. 
L’esposizione precisa dello stato in cui si trovava 
il lavoro , quando mi fu affidato, permetterà 
forse al lettore di meglio giudicare le diffi¬ 
coltà del mio còmpito. I capitoli I e II, Spazio 
e Numero: metà del capitolo III, Quantità 
(allora erroneamente intitolato capitolo IV): e 
il capitolo V, Movimento , erano sotto i torchii. 
Oltre io bozze, io non potei avere che qualche 
dozzina di pagine del manoscritto corrispon¬ 
dente: il resto essendo stato reputato come 
oramai inutile, e perciò distrutto. Queste poche 
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pagine di manoscritto erano l’unico criterio di 
cui io disponessi, per desumere quanto il testo 
di quelle bozze presumibilmente conteneva di 
ciò che Clifford aveva dettato. Nel rivedere le 
bozze dei due primi capitoli, che erano passate 
sotto gli occhi dello stesso Clifford, procurai di 
cambiare il meno possibile, limitandomi ad ag¬ 
giungere qualche nota a piedi di pagina, dove 
mi parve necessario. Sono però responsabile di 
tutte le figure intercalate nel testo, da pag. 78 
in poi, fatta eccezione di tre, nel capitolo V. 

Esaminato il lavoro affidatomi, e sentito an¬ 
che il parere della signora Clifford, conchiusi 
che il capitolo sulla Quantità era stato spostato, 
e che il vero posto delle lacune era dalla metà 
ilei III capitolo al V, e alla fine del V. In qual 
modo queste lacune dovessero essere colmate, 
io non avevo in proposito alcuna precisa indi¬ 
cazione; soltanto, dopo che io avevo compiuto 
l’opera mia, si scoperse un antico progetto del 
libro, steso da Clifford. Era troppo tardi, per 
potersene giovare, ma servì a confermare il 
nuovo ordine dato ai capitoli. 
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Della seconda metà del capitolo III, (dal 
§ 7 in poi) e di tutto il capitolo IV sono re¬ 
sponsabile io solo. Io vado però debitore a 
Clifford di quanto v’ ha in essi di pregevole, 
mentre quanto v’ha d’imperfetto e d’oscuro è 
colpa mia. 

Arduo abbastanza fu il mio còmpito nel ca¬ 
pitolo V. Scritto in un’epoca in cui Clifford si 
occupava intensamente dalla su a teoria dei 
« fìrap hs. » e gli riusciva impossibile di con¬ 
centrare la mente sopra altri soggetti, alcune 
parti di esso sono chiare e concise, mentre 
altre erano quali l’autore non avrebbe mai 
permesso che fossero pubblicate. Rifarlo di 
pianta, mi pareva togliere al libro il diritto di 
chiamarsi opera di Clifford: e, al tempo stesso, 
non si poteva assolutamente pubblicarlo, senza 
notevoli cambiamenti. Perciò questo capitolo, 
assai più che i primi due, risente la mia re¬ 
visione. Temo che del risultato molti non sa¬ 
ranno soddisfatti ; ma difficilmente qualcuno 
più di me ne riconosce i difetti. Mi valgano 
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di scusa le condizioni imposte al mio lavoro. 
Ancora una parola su questo capitolo: Una 
discussione sul movimento non si poteva la¬ 
sciare senza un cenno sulla massa e sulla forza ; 
io sentivo una lacuna nel testo; e perciò ag¬ 
giunsi qualche pagina sulle leggi del movimento. 
Vidi poi che Clifford aveva realmente inten¬ 
zione di terminare con un capitolo sulla massa. 
Ma, qual forma delle leggi del moto sarebbe 
stata approvata da lui? In nessun modo io 
potevo risolvere la difficoltà; perchè non era 
a mia cognizione che Clifford avesse mai scritto 
qualcosa su tale argomento. Per conseguenza 
esposi, non senza molta esitazione, il mio modo 
di vedere ; il quale si traduce in sostanza in 
un voto perchè i termini di materia e di forza 
siano assolutamente banditi dalla terminolo¬ 
gia scientifica, unitamente colle idee che vi si 
accompagnano — ossia, perchè tutta la dina¬ 
mica si riduca a cinematica. Difficilmente io 
mi sarei peritato ad esporre questo mio modo 
di vedere, se non avessi più tardi scoperto che 






prefaziose. 


XIX 


(con qualche differenza di minor conto) ha 
T appoggio dell'autorità del prof. Mach, di 
Praga (*). Se non che, scritte queste pagine, 
venni a cognizione di un discorso, tenuto da 
Clifford alla « Rovai Institulion » nel 1873, di 
cui si trova qualche cenno nella Nature del 10 
giugno 1880. Ivi si legge questa affermazione, 
che « nessun matematico può attribuire un senso 
qualsiasi al modo in cui si discorre di materia, 
di forza, d’inerzia, nei testi usuali di mecca¬ 
nica (**). » Questo frammento basta per atte¬ 
stare che Clifford aveva, sulle questioni atti¬ 
nenti a forza e materia, idee chiare ed ormi- 
nali, come soleva formarsene, qualunque ar¬ 
gomento prendesse a considerare: se nonché, 
pur troppo, andarono perdute con lui. 

(*) Vedi il suo recente litro Die Mechanik in ihrer Entwi- 
ricettino. Linaia 1883. 

(**) 11 sig. R. Tucker, che ha gentilmente rovistato le 
annotazioni di Clifford, per cercarvi quanto si riferisse a 
questo argomento, mi manda una lista di carta collo se¬ 
guenti parole, di pugno di Clifford: « Forco is not a fact 
at all, but an idea embodying what is approximatoly thè 
fact. » (La forza non è assolutamente un fatto, ma un 
i dea, che m aterializza ciò che sostanzialmento avviene). 
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Prima di terminare, sento il debito di rin¬ 
graziare gli amici, che trovai sempre pronti 
a prestarmi il loro aiuto, a fornirmi i loro con¬ 
sigli. Senza il loro appoggio, non avrei potuto 
fare nemmeno il poco che feci. Mio unico de¬ 
siderio fu di rendere di pubblica ragione, il 
più presto possibile, questa nuova opera d’un 
uomo, la cui memoria sarà sempre oggetto di 
riverenza, per quanti sentirono l’influenza cor¬ 
roborante della sua mente. Se quest’opera fosse 
stata pubblicata come un frammento, com’era 
desiderio di molti di noi, non sarebbe mai corsa 
per le mani di coloro ai quali Clifford la de¬ 
stinava. Completata da altri, dobbiamo limitarci 
a sperare che arrechi agli studii qualche poco 
di quel giovamento, che avrebbe pienamente 
arrecato, se il maestro fosse vissuto abbastanza 
per pubblicarla. 

K. P. 

Londra, Collegio dell'Università. 

Febbraio 20. 



AL LETTORE 


Gli splendidi risultati delle Scienze Esatte 
debbono suscitare il desiderio di farsi un’idea 
dei metodi, che permettono di -conseguirli, e 
dei principii, che a quei metodi servono di 
fondamento, in ogni colta persona, che ne ap¬ 
prezzi l’importanza e la bellezza. Ma difficil¬ 
mente raggiungerebbe l’intento chi, digiuno o 
non abbastanza fornito di cognizioni matema¬ 
tiche, ricorresse ai trattati speciali, destinati 
ai cultori di quelle Scienze. Il linguaggio tec¬ 
nico , la convenzionale scrittura simbolica , o 
l'uso di quei concetti, che, raggruppando mol¬ 
teplici nozioni, sono uno strumento così effi¬ 
cace di ricerca e di ragionamento, per chi ne 
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possiede il maneggio, ma. talvolta suppongono 
la conoscenza di tutta una teoria , gli oppor¬ 
ranno ben tosto tanta difficoltà, che , scorag¬ 
gialo, desisterà dall’impresa. Eppure, per quanto 
astruso possa sembrare l’enunciato di una pro¬ 
posizione d’analisi, di geometria, o di mecca¬ 
nica , quel senso comune, che ci fa persuasi 
che 2 e 2 fanno 4, sarà sempre la sola condi¬ 
zione indispensabile, per afferrarne il significato 
e riconoscerne la verità. Soltanto, una minore 
preparazione vorrà che più remoto sia il punto 
di partenza della dimostrazione, più minuta la 
catena delle successive deduzioni, vorrà che 
siano posti nella debita evidenza gli anelli sui 
quali sorvola rocchio esperto. 

A tale concetto ù informata quest’opera po¬ 
stuma dell'illustre Clifford, che, annunziata col 
titolo The first principles of thè Mathematical 
Sciences eooplained lo thè Non-Mathematical. 
tu poi pubblicata, secondo il desiderio espresso 
dall’ autore col titolo The common sense of 
thè cxact Sciences. 1/ antico e il nuovo titolo. 
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che ho credulo opportuno di riunire sul fronti¬ 
spizio di questa traduzione, valgono a spiegare 
l’ indole del libro. Il libro ò destinato ad un 
pubblico non iniziato ai procedimenti della ma¬ 
tematica , al quale 1’ autore, colla scorta del 
puro senso comune, si propone d’esporre i prin- 
cipii delle scienze esatte. 

Questi, che l’autore chiama primi principii 
— uno sguardo agli argomenti trattati basterà 
per convincerne il lettore — sono quelli che 
stanno alla base, piuttosto che alle soglie, del- 
1 edificio. I/esposiziono delle proprietà dei nu¬ 
meri, e dei passi numerici, di cui è oggetto il 
primo capitolo , le discussioni sul rapporto di 
due quantità contenute nel terzo , e la teoria 
dei passi , esposta in questo e nel successivo 
capitolo, costituiscono più che un abbozzo di 
aritmetica generale ; e il lettore, seguendo la 
progressiva generalizzazione del simbolo espri¬ 
mente un’ operazione . e il risultato di essa . 
prese le mosse dal concetto di numero intero, 
passerà per quello di numero frazionario, ir- 
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razionale, negativo, e immaginario, oltre quello 
di quaternione. Il capitolo II , dedicato allo 
Spazio, e l’articolo del capitolo IV sulla cur¬ 
vatura dello spazio, comprendono quanto è 
sufficiente per formarsi il concetto dello spazio 
conforme agli ultimi progressi della filosofia 
matematica: secondo il quale le basi della geo¬ 
metria si devono cercare nell’esperienza, per 
modo che « la geometria è una scienza fisica » 
(pag. 55). Feconda idea , per la prima volta 
sviluppata da Riemann e da Ilelmholtz, e di 
cui Beltrami ricondusse le conseguenze a quelle 
della geometria non euclidea di Lobatschewsky 
e di Gauss. Il concetto, destinato a trasfor¬ 
mare le basi della dinamica che, invece di con¬ 
siderare il movimento come effetto della Forza, 
che agisce sulla materia, si devono cercare 
puramente nelle proprietà del moto le cause di 
quelle apparenze, che si manifestano come azioni 
reciproche dei corpi, si troverà accennato nel 
cap. V, dedicato al Movimento : dove, col pro¬ 
blema della descrizione della tangente, e della 
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determinazione della velocità, si tocca anche dei 
principii del calcolo infinitesimale —ciò che l’au¬ 
tore chiama quota della variazione (rote of 
changé) d’una funzione, non essendo altro che il 
suo coefficiente differenziale. All’esposizione dei 
principii vanno poi unite parecchie interessanti 
applicazioni di essi : come la deduzione della 
formola del binomio, nel capitolo sul Numero: 
la teoria dell’ eguaglianza e della similitudine 
dei triangoli, e lo studio delle coniche , col 


metodo della projezione, nel capitolo sullo 
Spazio: la misura delle aree e dei volumi in 
quello sulla Quantità : la rappresentazione ana¬ 
litica delle linee in quello sulla Posizione. 

A queste conseguenze l'autore arriva, sta¬ 
bilendo per fondamento di ciascun ramo alcuni 
postulati, che si devono accettare o come pure 
convenzioni, o come fatti sperimentali. Il po¬ 


stulato che il numero d’un gruppo di cose non 
cambia, cambiando l'ordine in cui si confano 
queste cose, o quello che la via per arrivare 
ad un posto è definita soltanto a condizione 
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che sia determinato il posto donde s’intende 
partire, non parranno per avventura un punto 
di partenza troppo remoto. A questo propo¬ 
sito. non sarà forse inutile ricordare il celebre 
pomo di Newton, che sta per attestare come 
l’esperienza abbia dimostrato che, dall’osserva¬ 
zione d un fatto banale , possono scaturire le 
piu impoi tanti ed inaspettate conseguenze. 

Mi sia permesso di chiudere con qualche 
parola su questa traduzione. Il compito del 
traduttore era lungi dall’esser facile, nel ren¬ 
dere nella nostra , dalla lingua inglese , emi¬ 
nentemente malleabile, un libro di questa in¬ 
dole, dove la forma dell’esposizione è almeno 
tanto essenziale quanto la sostanza. Il benigno 
lettore vorrà in parte scusare, con tale diffi¬ 
coltà, le imperfezioni del lavoro. Le poche note 
aggiunte a quelle dell’egregio curatore dell’e¬ 
dizione inglese, sono destinale a chiarire e a 
completare alcuni punti. Uno schiarimento la- 
sceranno per avventura desiderare alcuni pas¬ 
tori*» c h° parranno troppo rapidi, alcuni con- 
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celti, che forse non si troveranno abbastanza 
sviluppati; ma un commento, mentre non sa¬ 
rebbe stato conforme al carattere di questi 
Volumi, non sembrava nemmeno opportuno ad 
un’opera a cui l’autore non potò dare l’ultima 
mano, e di cui alcune parti dovette anche la¬ 
sciare incomplete, rapito da una morte imma¬ 
tura, tanto funesta alla Scienza. 


Il Traduttore. 










^1.// numero di un gruppo di cose è indipendente dal¬ 
l'ordine in cui queste cose si contano. 


Ln parola che sta in testa di questo capitolo si com¬ 
pone di sei lettere. Noi troviamo che sono sei, contandole: 
« uno, u due, m tre, e quattro, r cinque, o sei. Conside¬ 
riamo ciò che abbiamo fatto, per eseguire questa opera¬ 
zione. A questo scopo, noi abbiamo preso quelle lettere, 
o vi abbiamo applicalo sei vocaboli, che sono i primi sei 
di una serie, che sempre abbiamo alla mano, i nomi dei 
numeri. Applicando questi vocaboli, uno per ciascuna, alle 
lettere che compongono la parola numero, si trova che 
si finisce con sei; e, per questa ragione, attribuiamo a 
quella serie di lettere il nome di sei. 

Contando, allo stesso modo, le lettere che compongono 
la parola « capitolo », si troverò che, in tal caso, si finisce 
col vocabolo otto; e perciò quella parola contiene otto 
lettere. 

Ciò posto, facciamo un'osservazione. Supponiamo che lo 
Clifford. . 
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IL SESSO COMUNE SELLE SCIEXZE ESATTE. 


lettere che compongono la parola numero siano segnate 
sopra altrettanti dadi di legno, presi da una scatola di 
caratteri; e, buttati questi dadi in un sacco, dopo aver- 
veli agitati, leviamoli, prendendo le lettere in un altro 
ordine qualsivoglia, e contiamole di nuovo; é certo che 
se ne troveranno sei, come prima. Supposto, per esempio, 
che escano nell'ordine alfabetico oemnru, applicandovi, 
uno por ciascuna, i nomi dei numeri precedentemente 
adoperali, si finirà, come prima, con sei. In generale, l'af¬ 
fermazione che un gruppo qualsivoglia di cose ne contiene 
sei implica la circostanza che, in qualunque ordine si 
prendano quelle cose, per contarle, si finirà sempre col 
vocabolo numerale sei. In altre parole, il numero di una 
serie qualunque di cose resta sempre lo stesso, qualunque 
sia l'ordine in cui si contano le cose medesime. 

Questo fatto, che qui abbiamo osservato, prendendo il 
caso particolare del numero sei, e si verifica per qua¬ 
lunque numero, forma la pietra angolare di tutta quanta 
la scienza del numero. Passeremo ora a considerare al¬ 
cuni teoremi sui numeri, che si deducono da esso. 


§ 2. La somma non dipende dall’ordine in cui si eseguisce 
V addizione. 

% 

Abbiansi duo gruppi di cose, e siano lo lettere che com 
pongono la parola « numero », e quelle che compongono 
la parola « capitolo. » Contando lo lettere appartenenti 
all'uno e all’altro gruppo, separatamente, le prime risul¬ 
tano sei, e le seconde otto. Mettendole poi tutte insieme, 
si forma un nuovo gruppo, che risulta composto di quat¬ 
tordici lettere. 
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Ora , questa operazione , consistente nel mettere tutte 
insieme le cose appartenenti all'uno e nH'altro gruppo, si 
può immaginare eseguita in due diversi modi. Noi pos¬ 
siamo cominciare col prendere le sei cose, e formarne un 
mucchio, e aggiungervi poi lo otto cose, una dopo l'altra. 
Eseguita in questo ordine, l'operazione del contare torna 
ad aggiungere a sei altri otto vocaboli numerali. Ma pos¬ 
siamo anche cominciare col fare un mucchio delle otto 
cose, per poi aggiungervi ad una ad una, le sei cose; e 
in questo caso, quell'operazione torna ad aggiungere altri 
sei vocaboli numerali a otto. 

Per quanto abbiamo precedentemente osservalo, cioè 
che, preso un gruppo qualsivoglia di cose, qualunque sin 
l’ordine in cui esse si contano, si arriva sempre allo stesso 
numero , il numero corrispondente al gruppo composto 
dello sei e delle otto cose deve risultore lo stesso, qua¬ 
lunque sia quello di quei due processi, mediante il quale 
ci si arriva. Questo numero si chiama la somma dei due 
numeri C e 8; e noi vediamo che ci si può egualmente 
arrivare, o col primo processo, che consiste nell' aggiun¬ 
gere 8 a 6, o col secondo, che consiste invece nell'aggiun- 
gere C a 8. 

L’operazione mediante la quale si aggiunge 8 a 6 si 
rappresenta con un simbolo d'abbreviazione, che fu intro¬ 
dotto da Leonardo da Vinci. Una piccola croce di Malta (+) 
fa le veci di alimentalo di, o di piii; per modo che sei 
aumentato di otto , o sei più otto, si scrive brevemente 
cosi: 0 + 8. Ora si è trovato che sei più otto è lo stesso 
numero che otto più sei. Per rappresentare tutto ciò in 
abbreviatura, occorre un simbolo il quale faccia le veci 
delle parole è lo stesso numero che. Esso è =, simbolo 
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introdotto da Roberto Recorde, matematico inglese, che 
fiori nella prima metà del cinquecento. Ciò posto, il no¬ 
stro risultato si può esprimere a questo modo: 

6 4-8 = 8 + 6 . 

La proposiziono cosi scritta, in forma simbolica, afferma 
che la somma di 6 e 8 è indipendente dall'ordine, nel 
quale questi due numeri si sommano insieme. Ma, pel 
nostro postulato fondamentale, questa conclusione, alla 
quale noi siamo venuti, considerando due numeri parti¬ 
colari, si dove estendere a due altri numeri qualunque. 
Difatli, per somma di due numeri s'intende un numero, a 
cui si arriva, prendendo un gruppo di cose contenente il 
primo numero di individui, e aggiungendo ad esse, ad una 
ad una, un altro gruppo di cose, composto del secondo 
numero di individui; oppure, prendendo un gruppo di cose 
composto del secondo numero di individui, e aggiungendo 
ad esse, ad una ad una, il gruppo di cose che ne contiene 
il primo numero. In virtù del nostro postulalo fondamen¬ 
tale, queste due operazioni devono condurre allo stesso 
risultato. Quindi, non solo ci sarà lecito asserire che 6 + 8 
= 8 + 6, ma parimente che 5 + 13 = 13+ 5, e così via, 
qualunque pajo di numeri vogliamo considerare. 

Questa circostanza si può mettere in evidenza, ricor¬ 
rendo al metodo, immaginalo da Vieta, che consiste nel 
rappresentare ogni numero con una lettera dell' alfabeto. 
Scrivendo in ambedue i casi precedenti, e cosi in ogni 
altro caso analogo, a in luogo del primo numero, e b in 
luogo del secondo, lo nostra proposizione riuscirà in ogni 
caso espressa dalla formola : 

d 4“ b —b -f- u. 
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Espressa a questo modo, la proposiziono medesima non 
è più limitata a due numeri particolari, ma si applica a tutti 
quanti i numeri. Le lettere a e b, cosi adoperate, sono 
qualcosa di simile ai nomi dati alle cose, come sarebbe, 
per esempio, il nome caoallo. Quando si dice il cavallo 
ha quattro gambe, si fa un’asserzione, che si applica a 
tutti quanti i cavalli; e si afferma, in tal modo, che ogni 
determinato cavallo ha quattro gambe. Cosi pure, dicendo: 
« il cavallo ha tante gambe quante no ha l'asino » non si 
alluderà ad un cavallo, e ad un asino determinato, rnn 
bensì ad un asino e ad un cavallo qualunque. Nel modo 
stesso, quando si afferma che a 4- b — b -f- a, non s'in¬ 
tende parlare di due numeri determinati, ma di due nu¬ 
meri qualunque. 

Questa legge si può estendere al caso di più di due nu¬ 
meri. Supponiamo di aggiungere alla somma a -f- b un 
terzo numero e. Si otterrà cosi un gruppo composto, for¬ 
molo dalla riunione dei tre gruppi; e il numero delle coso 
che lo compongono si otterrà, sommando insieme i numeri 
delle cose che compongono separatamente i tré gruppi. 
Questo numero, in virili della proposizione fondamentale, 
risulterà sempro lo stesso, in qualunque ordine i tre gruppi 
si sommino insieme, perchè si conterà, in ogni caso, la 
stessa colleziono di cose. Sia che si prenda, in primo 
luogo, il gruppo di a cose, e vi si aggiungano le b coso 
ad una ad una, e al gruppo composto di a q- b cose, ot¬ 
tenuto in tal modo, si aggiungano le c cose, ad una ad 
una; o che si prenda il gruppo di c cose, e vi si aggiun¬ 
gano, ad una ad una, le b cose, e poi al gruppo composto 
di c b cose, ottenuto in tal modo, si aggiungano, ad 
una ad una, le a cose, la somma, in entrambi i casi, dovrò 
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riuscire la stessa. Questo risultato si può esprimere colla 
formola simbolica a + 6 + c = c + M- «, e. P er disteso, 
si può enunciare cosi: La somma di tre numeri è indipen¬ 
dente dall'ordine nel quale essi si sommano insieme. 

Questa legge si estende ad un numero qualsivoglia di 
numeri. Quando si riuniscono insieme parecchi gruppi di 
cose, qualunque ne sia il numero, il numero delle coso 
che compongono il gruppo risultante si potrà sempre 
contare in varii modi. Si potrà cominciare col contare 
uno qualunque dei gruppi originarii, per poi passare ad 
uno qualunque degli altri, ed in seguito ad uno qualunque 
dei rimanenti, o via discorrendo. Ma, qualunque sia l'or¬ 
dine nel quale questi gruppi si prendono, l'operazione de¬ 
finitivo torna a contare le cose che compongono il gruppo 
risultante ; e per conseguenza il numero a cui si arriva 
«leve sempre riuscire lo stesso. 

§ 3. Il prodotto non dipende dall'ordine nel quale si ese¬ 
guisce la moltiplicazione. 

Ora, supponiamo di prendere dei gruppi di cose, che ne 
contengono tutti uno stesso numero, per esempio 5, e, fat¬ 
tone un gruppo solo, trattisi di contare il numero delle 
cose che lo compongono. A tal fine si polranno contare 
i sei gruppi di cinque cose, uno dopo l’altro: ciò che torna 
ad aggiungere cinque volto 5 a 5. Oppure, si polranno 
mescolare tutte quante lo cose insieme, e contarle, senza 
preoccuparsi del loro precedente aggruppamento. Gioverà 
però immaginare i sei gruppi di cinque cose disposti in 
un modo particolare. 

Supponiamo che le cose in discorso siano punti segnati 
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sopra un foglio di carta, che i singoli gruppi di cinque 
cose siano cinque punti disposti sopra una linea orizzon¬ 
tale, e che i sei gruppi siano posti l'uno sotto l'altro, come 
si vede nell'annessa figura. 


La totalità dei punti che compongono i sei gruppi for¬ 
mano cosi una figura oblunga, contenente sei lince di 
cinque punti ciascuna. Sotto ciascuno dei cinque punti 
della linea superiore si trovano cinque altri punti, appar¬ 
tenenti ai gruppi rimanenti; e perciò, oltre le sei linee 
contenenti ciascuna cinque punti, vi sono sei colonne, 
ciascuna delle quali ne contiene sei. Apparisce da ciò che 
i punti considerati si possono egualmente distribuire in 
cinque gruppi di sci punti, e in sei gruppi di cinque. Il 
numero complessivo delle cose contenute in sei gruppi, 
ciascuno dei quali ne contiene cinque, si chiama sei volte 
cinque; e, per conseguenza, il precedente risultato c'in¬ 
segna che sei volte cinque ó lo stesso numero che cinque 
volle sei. 

Come precedentemente, l'osservazione che abbiamo qui 
fatta, prendendo il caso di due numeri particolari, può es¬ 
sere estesa al caso di due numeri qualunque. Se si prende 
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un numero qualsiasi di gruppi di punii, i quali ne conten¬ 
gono tulli lo stesso numero, e si dispongono l’uno sotto 
l'altro, in linee orizzontali, i punti riusciranno distribuiti 
oltre che in linee, anche in colonne ; ed ù chiaro che il 
numero dei punti di ciascuna colonnn sarà eguale al nu¬ 
mero dei gruppi, mentre il numero dello colonne sarà 
eguale al numero dei punti di ciascun gruppo. Segue da 
ciò che il numero delle cose contenuto in a gruppi, com¬ 
posti ciascuno di b cose, è eguale al numero dello cose 
contenute in b gruppi, composti ciascuno di a cose, qua¬ 
lunque siano i numeri a e b. 

II numero delle cose contenute in a gruppi, composti 
ciascuno di b cose, si chiama a volte b ; e si vedo cosi 
che a volle b è eguale a b volle a. Il numero a volte b 
si rappresenta scrivendo lo due lettere a o b di seguilo, 
cominciando da a; e perciò il nostro risultato si può espri¬ 
mere nella forma simbolica ab — ba. 

Immaginiamo ora di riunire insieme sette gruppi com¬ 
posti come i precedenti, disposti in forma di un sistema 
oblungo, simile a quello elio abbiamo testé costruito. In 
questo caso non possiamo valerci della rappresentaziono 
sopra un foglio di carta; ma immagineremo che ai punti 
siano sostituiti dei cubetti, che si possono disporre in una 
scatola oblunga. Sul fondo dello scatola si troveranno sei 
linee composte ciascuna di cinque cubi, o, so vogliamo, 
cinque colonne composte di sei; e vi saranno sette strati, 
cosi composti, disposti l'uno sopra l'ultro. Si vede cosi cho 
al di sopra di ogni cuho, posto sul fondo della scatola, si 
troverà una pila di sei cubi, e che vi saranno complessi¬ 
vamente cinque volte sei di tali pile. Si può dunque diro 
egualmente che vi sono cinque volte sei gruppi di selle 
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cubi ciascuno, e selle gruppi di cinque volte sei cubi. Il 
numero complessivo dei cubi ò indipendente dall'ordine 
nel quale essi sono contati; e, per conseguenza, conclu¬ 
diamo che sette volte cinque volte sei fa lo stesso come 
cinque volte sei volte sette. 

Ma qui importa assai di notare che, quando si dice selle 
volte cinque volte sei, s'intendo che si sono formati sette 
strati, ciascuno dei quali contiene cinque volte sei cose ; 
mentre, quando si dice cinque volto sei volte sette, s'in¬ 
tende invece che si sono formato cinque volte sei colonne, 
ciascuna delle quali contiene selle cose. È chiaro che, nel 
primo caso, si moltiplicano, in primo luogo, i due ultimi 
numeri, o quindi il risultalo si moltiplica pel primo (selle 
volle cinque volte sei = sette volte trenta) mentre, nel se¬ 
condo, si moltiplicano i primi due numeri, e quindi si 
moltiplica il terzo pel risultato (cinque volto soi volto 
sette = trenta volte sette). Ora,ó ben evidente che, riem¬ 
pita la scatola di cubi, essa potrà essere adagiata sopra 
ciascuna delle suo faccio, clic fungerà allora da fondo, e che 
a seconda della faccia, vi saranno 5, fi o 7 strati di cubi, 
e, nei rispettivi casi, altrettanti cubi in ogni pila. Per con¬ 
seguenza, fa perfettamente lo stesso, o prendere sette strali 
contenenti ciascuno cinque volte sei cubi, o soi strali con¬ 
tenenti ciascuno sette volto cinque cubi, o cinque strati 
contenenti ciascuno sei volte sette cubi. 

Rappresenteremo cinque volto sei col simbolo 5 x fi, e 
quindi cinque volte sei volte sette con 5x6x7. 

Se non che questo espressione non indica, se si devono 
moltiplicare fra loro fi e 7, e poi prendere 5 volte il ri¬ 
sultato, o se si deve cominciare col moltiplicare fra loro 
5 e 6, e prendere poi 7 il numero di volte espresso dal 
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risultato. Le due operazioni si possono distinguere per 
mezzo di parentesi; cosi 5 >c (C x 7) significa che si deve, 
in primo luogo, moltiplicare fra loro C e 7, e quindi pren¬ 
dere il risultato 5 volto, mentre (5x6)x7 significa che 
si deve moltiplicare fra loro 5 e 6, e poi prendere 7 il nu¬ 
mero di volte espresso dal risultalo. 

tossiamo ora enunciare le due proposizioni seguenti, 
che esprimono due proprietà della moltiplicazione. 

Primo, le parentesi distinguono l'operazione mediante 
la quale si ottiene il risultato, ma non influiscono sul ri¬ 
sultato medesimo: ossia 5 x (6 x 7) =s (5 x G) x 7. 

Secondo, il prodotto di questi tre numeri non dipende 
dall'ordine nel quale essi si moltiplicano fra loro. 

La prima di queste proposizioni si chiama la legge as¬ 
sociativa della moltiplicazione, e la seconda, la legge com¬ 
mutativa. 

Ora, le osservazioni fatte a proposito del risultato che 
si ottiene, moltiplicando fra loro i numeri 5, 6 e 7, si ap¬ 
plicano, senza modificazione, a tre numeri qualunque. 

Si potrà sempre immaginare d'avere una scatola, di cui 
I altezza, la lunghezza e la larghezza siano tali, che essa 
possa contenere tre gruppi qualunque di cubi, il cui nu¬ 
mero complessivo ó chiaro che sarà indipendente dalla 
posizione della scatola. Ora, comunque la scatola si adagi, 
essa conterrà un certo numero di strali, ogni strato con¬ 
terrà un certo numero di linee, e ogni linea, un certo 
numero di cubi. 11 numero complessivo dei cubi conte¬ 
nuti nella scatola sarà il prodotto di questi tre numeri: 
o si otterrà, prendendo duo qualunque di essi, moltipli¬ 
candoli fra loro, e poi, moltiplicando il risultato pel terzo 
numero. 
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Esprimiamo questa proprietà di tre numeri qualunque 
in forma simbolica. 

In primo luogo, si ha a(bc) = ( ab)c: ossia, torna lo 
stesso moltiplicare il prodotto del secondo e del terzo nu¬ 
mero pel primo, e il terzo numero pel prodotto del primo 
e del secondo. 

In secondo luogo, si ha abc — acb — bea, ecc.: per modo 
che, in conclusione, il prodotto di tre numeri qualunque 
è indipendente dall'ordine e dal modo di aggruppamento 
che si segue nell'eseguire le moltiplicazioni. 

Cosi, nel caso di due numeri, e in quello di tre, hanno 
luogo proposizioni analoghe; e ciò ne induce a indagare, 
se simili proposizioni valgono nel caso di quattro numeri, 
di cinque, e via discorrendo. 

Alle due proposizioni in discorso si è giunti, immagi¬ 
nando di disporre le cose considerale, nel primo caso, 
sopra un foglio di carta, nel secondo caso, in una scatola, 
in modo d'avere tanti strati simili ciascuno al gruppo di¬ 
sposto sul foglio di carta, e, in ciascun caso, supponendo 
di calcolarne il numero complessivo. Si potrebbe, per av¬ 
ventura, proceder oltre, e disporre, per esempio, un certo 
numero di scatole, per modo da rappresentare in modo 
analogo il prodotto di quattro numeri? È chiaro che non 
si può. 

Perciò, procuriamo di trovare qualche altra specie di 
ragionamento, che valga a convincerci che ciò che ab¬ 
biamo riconosciuto nel caso di tre numeri — cioè che il 
risultato che si ottiene, moltiplicandoli fra loro, è indi¬ 
pendente dall’ ordine in cui si moltiplicano — sta anche 
per quattro, e più numeri. 

Dimostreremo, in primo luogo, che due dei numeri con- 
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siderali che si susseguono, nel processo della molliplica- 
zione, si possono scambiare di posto, senza alterare il 
prodotto. 

Consideriamo, per esempio, il prodotto di quattro nu¬ 
meri, abeti. Procureremo di mostraro che esso o il pro¬ 
dotto acid sono luttuno. 

Il simbolo ahed significa che si devono prendere c gruppi 
di d cose, poi b gruppi simili al gruppo composto cosi 
formolo, e finalmente a gruppi di bcd cose. 

Oro, per ciò che fu precedentemente dimostralo, b gruppi 
di ed cose donno lo stesso numero come e gruppi di bd. 
E, per conseguenza, a gruppi di bed cose fanno lo stesso 
come a gruppi di ebd; vale a dire abcd = acbd. 

È evidente che, se s’immagino che a d segua un nu¬ 
mero qualunque di lettere, non cesso di valere il prece¬ 
dente ragionamento. 

Supponiamo, per esempio, che abbiasi un prodotto di 
sei numeri, abcdef. In questo caso, si deve moltiplicare f 
per e, il risultalo per d, poi def per e, e cosi via. 

Ora, questo caso differisce dal precedente soltanto per¬ 
chè il prodotto def piglia il posto del numero < I; e b gruppi 
di c volle def cose fanno lo stesso numero come c gruppi 
di b volte def cose, perchè questo numero non è altro che 
il prodotto dei tre numeri b, c e def 11 risultato riesce 
dunque lo stesso, qualunque sia l'ordine in cui si scrivono 
b e c, e non cambierà in virtù delle moltiplicazioni sus¬ 
seguenti, vale a dire, so si moltiplica per tanti numeri 
quanti so no vogliono, dopo di a. Di qui si conclude che, 
qualunque sia il numero dei numeri che si devono mol¬ 
tiplicare fra loro, due che si susseguono si possono scam¬ 
biare di posto, senza alterare il prodotto. 
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In secondo luogo, dimostriamo che si possono scambiare 
di posto anche due qualunque che non si susseguono: 
per modo che, per esempio, abcdef fa lo stesso come 
aecilbf, che se ne deduco scambiando di posto 6 e e. A 
tal fine, basta osservare che aecilbf si deduce da abcdef, 
facendo camminare e da destra a sinistra, scambiandolo 
successivamente di posto con cl, con c e con b, in seguito 
a che si ottiene aebcdf ; e quindi, facendo camminare b 
da sinistra a destra, scambiandolo successivamente di 
posto con c e d. 

Finalmente, dico che, per mezzo di simili scambii, si 
può alterare l’ordine come si vuole. Supponiamo, per 
esempio, che si tratti di cambiare abcdef in rtcfbea. Qui d 
ha da occupare il primo posto: e perciò lo scambierò con 
a, producendo dbcaef. Poi c deve occupare il secondo: 
ciò che ottengo, scambiandolo con b, ed ho cosi dcbaef. 
Ora porrò f al terzo posto, scambiandolo con b, e otte¬ 
nendo in tal modo dcfaeb: finalmente, porrò b al quarto, 
scambiandolo con a, e cosi produrrò dcfbea. Questa ó la 
forma cercata; o per mezzo di cinque al più di tali scambii, 
l'ordino di sei lettere si può cambiare a piacere. Cosi si 
vede che lo scambio di due lettere qualunque si produce 
con una serie di scambii di due lettere consecutive : ciò 
che, per quanto fu precedentemente dimostrato, non altera 
il prodotto. Si conclude che il prodotto di sei numeri presi 
in un certo ordine ó eguale al prodotto degli stessi numeri 
presi in un altro ordine qualsiasi; e si vede facilmente 
come la conclusione medesima regga per tanti numeri 
quanti se ne vuole. 

Ma, non ci siamo dati, per avventura, troppa pena, 
per dimostrare ciò che si poteva indovinare a tutta prima? 
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Certo, si poteva indovinare da bel principio che un pro¬ 
dotto è indipendente dall'ordine, e dall’aggruppamento 
de'suoi fattori; e, occupandoci a sviluppare le conse¬ 
guenze di questa congettura, la nostra fatica avrebbe 
avuto il compenso della scoperta d'interessanti proprietà. 
Molli bei teoremi furono indovinati, e largamente adope¬ 
rali, prima che dimostrali definitivamente; anzi, d'alcuni 
non fu dato ancora una dimostrazione perfetta. Ma, tosto 
o tardi, la ricerca si dove intraprendere; ed essa ha sem¬ 
pre per risultato dì rischiarare le ideo intorno alla natura 
del teorema, oltre che dà il diritto di asserire che il teo¬ 
rema è esalto. Nè ciò è tutto; perchè, nella maggior parte 
dei casi, lo stesso modo di dimostrazione, o di ricerca, 
può essere applicato ad altre questioni ; ciò che ha per 
risultato di estendere sempre più il campo delle nostre 
cognizioni. Questo accade colla dimostrazione in discorso ; 
ma, finché si tratta puramente di numeri, non possiamo 
farne un'applicazione che facendo un passo indietro. I ra¬ 
gionamenti che precedono risguardano la moltiplicazione; 
vediamo, se si possono applicare all’addizione. 

Ciò che si è dimostrato si riduce a questo. Un certo ri¬ 
sultato si ricava da certe cose, prendendole in un ordine 
determinato; orbene, se si possono scambiare di posto due 
cose consecutioe, senza alterare il risultato, allora l’ordine 
si può cambiare in un modo qualunque, senza alterare il 
risultato medesimo. Facciamo un'applicazione alla nume¬ 
razione. Supposto d'avere un gruppo di cose qualsiansi, 
por contarle, possiamo immaginare di prenderle, in un 
ordine determinato, o di applicarvi, ad uno ad uno, le dila; 
il risultato dipende dal dito che verrà per ultimo, o il 
nome numeralo che vi corrisponde si chiama il numero 
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delle cose in tal modo contale. Quanto precede c'insegno 
che il risultalo cosi ottenuto sarà indipendente dall’ordine 
in cui si conta, purché resti invariato, quando si scam¬ 
biano fra loro due coso consecutive; vale a dire, purché 
le due dita consecutive, che v’immaginiamo applicate, si 
possano scambiare in modo che ciascuno venga a corri¬ 
spondere all'oggetto al quale prima corrispondeva l'altro, 
senza che occorra perciò di lasciar libero qualche dito 
adoperato prima, o di adoperarne qualcuno di più. Gos 
per mezzo di questo postulalo, si può dimostrare che il 
numero di ogni gruppo di cose é indipendente dall'ordine 
nel quale le cose stesse si contano, la qual proposizione, 
come si è visto, ò il fondamento della scienza dei numeri. 

§ 4. La legge distributica. 

Vi ò un'altra legge relativa alla moltiplicazione, la quale 
è forse ancor più importante delle due precedenti. Ec¬ 
cone un caso particolare. Il numero 5 ó la somma di 2 e 
di 3, e 4 volte 5 ó la somma di 4 volte 2 e di 4 volte 3. 
Ciò apparisco all'occhio dalla seguente disposizione di 
punti: 



Ivi si hanno quattro linee di cinque punti ciascuna, e cia¬ 
scuna linea è divisa in due parti, le quali contengono ri- 
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speltivamenle due e Ire punii. È chiaro che il numero 
complessivo dei punti si può calcolare indifferentemente, 
in due modi; e cioè, o come quattro linee di cinque punti, 
o come quattro lineo di duo punii, più quattro linee di tre. 
Pel nostro principio generale, il risultalo è indipendente 
dall ordine in cui si conta, e perciò 

4 x 5 = (4 x 2) q- (4 x 3); 
e, mettendo in evidenza che 5 = 2 -f- 3, 

4 (2 + 3) = (4 x 2) + (4 x 3). 

È chiaro elio il ragionamento si può applicare a tre nu¬ 
meri qualunque, nonché ai numeri particolari 4, 2, 3. Pos¬ 
siamo costruire una figura rettangolare con a linee oriz¬ 
zontali di b q- c punti, le quali, per mezzo di una retta 
verticale, si potranno dividere in a linee di b punti, e a linee 
di c punti. Il numero complessivo dei punti, computato in 
un modo, risulta «(1 + e), nell*altro, ab q- ac; c, per 
conseguenza, si ha, in generale, 

a {b + c) = ab q- ac. 

Questa è la prima forma della legge distributiva. 

Ora.il risultato della moltiplicazione è indipendente dal¬ 
l’ordine dei fattori: e, per conseguenza, 

a (6 q- c) = (è q- c) a 
ab = ba 


ac = ca, 









NUMERO. 


17 


per modo che la nostra equazione si può presentare cosi : 
(b -f- c) a = ba -f- ca; 

e questa è la seconda forma della legge distributiva. 

Adoperando i numeri dell’ esempio precedente, si dirò 
che, poiché 5 è la somma di 2 e di 3, 5 volte 4 è la somma 
di 2 volle 4 e di 3 volle 4. 

Osserviamo che si può arrivare a questa forinola diret¬ 
tamente e assai semplicemente, cosi: si sa che 2 cose e 
3 cose fanno 5 cose, qualunque siano le cose in discorso; 
orbene, ciascuna di esse sia un gruppo di 4 cose; 2 quattro 
e 3 quattro faranno 5 quattro: ossia 

(2 x 4) + (3 X 4) = 5 x 4. 

La legge può essere generalizzata. È chiaro che la figura 
rettangolare considerala si può immaginare divisa, per 
mezzo di rette verticali, in più di due parli, e che il 
precedente ragionamento reggerà ancora. Per esempio, 
questa figura mette in evidenza che, siccome 2, 3 e 4 




fanno 9, 4 volte 2, 4 volte 3 e 4 volte 4 fanno 4 volte 9; 
ovvero, in generale, 


Clifford. 


2 
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a {b-\-e + d) — ab + ae -f- ad, 

(b -f- c -f- d) a = La + c a da; 

e lo stesso ragionamento si applica alla somma di tanti 
numeri quanti se ne vogliono, e alla relativa moltipli¬ 
cazione. 


§ 5. Sulle potenze. 

Quando un numero si moltiplica per sé stesso si dice 
che si eleva al quadrato, o, semplicemente, che si quadra. 
Ciò perché, se, come si è fatto precedentemente, si forma 
una figura rettangolare, per mezzo di linee di punti, e il 
numero delle linee ó eguale a quello dei punti contenuti 
in ciascuna di esse, la figura diventa quadrala. 

Quando il quadrato di un numero si moltiplica pel nu¬ 
mero stesso, si dice che il numero si eleva al cubo, o che 
si cuba; perché, se una scatola si può completamente 
riempire di cubi formanti linee, colonne e pile, che ne 
contengono un numero eguale, la larghezza, la lunghezza 
e l'altezza della scatola saranno fra loro eguali, e la sua 
forma sarà quella di un cubo. 

Moltiplicando fra loro quattro numeri eguali, come, per 
esempio, quattro 3, ciò che fa 81, o quattro 2, ciò che fa 
10, si ottiene ciò che si chioma la quarta potenza di uno 
qualunque di essi. 

Nello stesso modo, se si moltiplicano fra loro tanti nu¬ 
meri quanti se ne vogliono, tutti fra loro eguali, si ottiene 
una potenza di uno di essi, che si chiama la quinta, la 
sesta, la settima, e cosi via, a seconda della quantità dei 
numeri che si moltiplicano fra loro. 
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Ecco una 

tavola delle 

potenze di 2 e 

di 3. 



Esponente . 

. . t 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Potenze di 2. 

. . 2 

4 

8 

10 

32 

04 

128 

230 

Potenze di 5 . 

. . 5 

9 

27 

81 

213 

729 

2187 

0301 


Il numero di fattori eguali che si moltiplicano fra loro 
si chiama l 'esponente, e si scrive in piccolo, e un po’ in 
allo, a destra del numero di cui in tal modo si rappre¬ 
senta la potenza. Per esprimere in forma abbreviala che, 
se si moltiplicano fra loro sette 3, si ottiene 2187, basta 
scriverò 

3? = 2187. 

Giova osservare che ogni numero è la propria prima 
potenza ; cosi 2‘ = 2, 3 1 =: 3, e, in generale, a 1 = a. 

§ C. Quadralo di a -f- 1 . 

Per spiegare le proprietà dei quadrati, possiamo pren¬ 
dere le mosse dal nolo rompicapo aritmetico, che consiste 
nel trovare un numero pensato da un altro, per mezzo 
del risultalo di una serie di calcoli eseguili sopra di esso. 


Si pensi un numero.per esempio, 3 

Si quadri.. 

Si aggiunga 1 al numero pensato. 4 

Si quadri il numero ottenuto.16 


Si prenda la differenza dei due quadrati... 7. 

Quest'ultimo numero risulterà sempre dispari, e il nu¬ 
mero pensato sarà la metà del primo numero pari minore 
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d * ess °- Cosi * H risultato finale essendo 7, il numero pen- 
salo dev’essere la metà di G, ossia 3. 

Dimostriamo questa regola. A tal fine, immaginiamo il 
quadralo di 5 rappresentato in forma di venticinque punti 
disposti in un quadrato; in qual modo possiamo dedurne 
il quadralo di G? Apparisce dalla figura annessa che perciò 
basta aggiungere cinque punti a destra, poi cinque a basso, 
e finalmente un punto nell’angolo. 

'alo a dire, per dedurre il quadrato di G dal quadrato 
di 5, si deve aggiungervi 1 oltre 2 volle 5; ossia 

36 = 25 + io + 1. 

Reciprocamente, il numero 5 risulta la metà della dif¬ 
ferenza tra il suo quadrato e quello di G, diminuito di 1. 



La forma di questo ragionamento mostra che esso regge 
per qualsiasi numero. Dato un quadrato di punti, se ne 
dedurrà un quadrato contenente, in ogni lato, un punto 
•li Piu, aggiungendovi una colonna di punti a destra poi 
una linea in basso, e finalmente un punto nell’angolo: 
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vale a dire, aggiungendovi due volto il numero dei punii 
contenuti in ciascun lato, più uno. Per conseguenza, data 
la differenza dei due quadrati, basta levarne 1, e pren¬ 
dere la metà, per avere il numero dei punti contenuti in 
ogni lato del quadrato primitivo. 

Vogliamo ora scrivere questo risultato in forma abbre¬ 
viata. Sia a il numero dato; allora « + 1 sarà il numero 
immediatamente superiore; e ciò che occorre di esprimere 
è che il quadralo di a -f- 1, cioè (a + 1)*, si deduce dal 
quadrato di a, che è a 1 , aggiungendovi il doppio di a au¬ 
mentato di uno, cioè 2 a -p 1. Perciò l’espressione abbre¬ 
viala sarà la seguente: 

• 

(a + 1)* = a* -p 2a + 1. 

Questo teorema è un caso particolare di uno più gene¬ 
rale, il quale permette di trovare il quadrato della somma 
di due numeri qualunque in termini dei quadrati dei due 
numeri, e del loro prodotto. Considereremo, in primo luogo, 
il caso del quadrato di 5, somma di 2 e 3. 



Nella presente figura il quadralo formato da venticinque 









22 


IL SENSO COMUNE NELLE SCIENZE ESATTE. 


punii ó diviso in due quadrali e duo rettangoli. I quadrali 
sono rispettivamente formati da un numero di punti eguale 
al quadrato di 2, e al quadrato di 3, e ciascun rettangolo, 
da un numero di punti eguale al prodotto di 2 e 3. Ap¬ 
parisce da ciò che, per dedurre il quadralo i cui lati con¬ 
tengono 3 + 2 punti, dal quadrato i cui loti ne contengono 
3, basta aggiungervi due colonne a destra, due linee in 
basso, e finalmente il quadrato i cui lati contengono due 
punti, nell* angolo. Infatti, 25 = 9 + 2x0 +4. 

§ 7. Sulle potente di a + b. 

Per generalizzar^ questo risultato, supponiamo di avere 
un quadrato, i cui lati contengano a punti, e si tratti di 
dedurne un quadrato, i cui lati no contengano a + b. A 
tal fine si dovranno aggiungere b colonne a destra, b linee 
a basso, e finalmente il quadrato i cui lati contengono b 
punti, nell'angolo. Poiché ogni colonna e ogni linea con¬ 
tengono a punti, si conclude che ciò che si deve aggiun¬ 
gere ammonta a due volle ab aumentato di b*-, ossia, in 
forma abbreviala : 

(a + b )* = a 5 + 2 ab + b *. 

11 teorema precedentemente ottenuto si può ricavare da 
questo, facendo b = 

Questa dimostrazione ó completa, e non lascia nulla a 
desiderare; vogliamo però darne anche un'altra. Ciò, per¬ 
ché vogliamo generalizzare la nostra proposizione ancora 
di più, o trovare un'espressione di ogni potenza di (a + b), 
nonché del quadrato, formala colle potenze di a, e di b, 
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e coi prodotti delle potenze dei numeri stessi, al quale 
scopo, il metodo precedentemente seguito non può servire. 
Si potrebbe, ó vero, trovare il cubo i cui lati contengono 
a + b pezzi, e rappresenta il cubo del numero a + b, ag¬ 
giungendo il numero conveniente di pezzi al cubo i cui 
lati ne contengono a; ma non ci si raccapezzerebbe cosi 
facilmente. Inoltre, per le potenze più elevate, non si po¬ 
trebbe valersi di una rappresentazione consimile. La di¬ 
mostrazione, che passiamo a dare, si fonda sulla legge 
distributiva della moltiplicazione. 

Difatli, in virtù di questa legge, abbiamo: 

(a + b)* =. {.a + b) (a + b) = a (a + b) -\-b (a + b) 

=. aa + ab + ba + bb 
= a ! -h2aù + 6 *. 

Ecco, per disteso, ciò che esprime questa scrittura ab¬ 
breviata: 11 quadrato della somma dei due numeri significa 
la somma moltiplicala per sò stessa. Ora questo prodotto 
è il primo numero moltiplicato per la somma, più il se¬ 
condo numero moltiplicato per la somma stessa. Ma il 
primo numero moltiplicalo per la somma fa lo stesso come 
il primo numero moltiplicato per sé stesso, aumentato del 
primo numero moltiplicalo pel secondo. E il secondo nu¬ 
mero moltiplicalo per la somma fa lo stesso come il se¬ 
condo numero moltiplicato pel primo, più il secondo mol¬ 
tiplicalo per só stesso. Mettendo lutto insieme, si trova 
che il quadrato della somma è eguale alla somma dei 
quadrati dei due numeri, più il doppio del loro prodotto. 

Il confronto è istruttivo, e mette in evidenza due cose. 
Lo prima, come l'espressione abbreviata, per la sua bre- 
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vitó, presenti il vantaggio di una chiarezza assai maggioro. 
La seconda, che l'espressione medesima non fa che espri¬ 
mere brevemente una verità di senso comune. E, senza 
dubbio, ó cattiva algebra quella che, voltata in buon ita¬ 
liano, non soddisfa il senso comune. 

Ma ora presentiamo il processo di formazione del qua¬ 
dralo in una forma geomelrica, che ci permetta di gene¬ 
ralizzarlo. Partiamo da due numeri, a e b. Per quanto 
precede, dobbiamo moltiplicare ciascuno di essi per a e 
per b, e poi aggiungere i risultali. Poniamo, in ogni caso. 


fi 


A 

aa ha 


h 

A 

ab ob 


il risultalo della moltiplicazione per a a sinistra, e quello 
della moltiplicazione per b a destra, sotto il numero mol¬ 
tiplicato. Otteniamo cosi una figura, che rappresenta il 
processo di formazione del quadrato di a -f- b nel modo 
voluto. 

Se ora si tratta di moltiplicare il precedente risultalo, 
di nuovo, per a -p b, in modo da ottenere (a -p b) 3 , si deve 
moltiplicare ogni parte della linea inferiore della figura 
per a, e per b, e poi aggiungere i risultati, come indica 
la figura seguente : 



Si vede cosi che il risultato si compone di otto termini. 





bna oba bba anb 
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Il primo e l'ultimo sono rispettivamente 
a? e b 3 . Dei rimanenti sei, tre sono baa, 
aba, aab, eguali ciascuno a a 2 b, o tre 
bba, bah, abb, eguali ciascuno a ab*. Si 
conclude: 

(a + b) 3 = a 3 + 3 a* b - 4 - 3 ab* b 3 . 

Per esempio, li 3 = 1331. Qui a= 10, 
b — 1, e (10 + D 3 = 10 J + 3 x IO 8 + 
3 x 10 4 - 1 , poiché è chiaro che ogni 
potenza di 1 è ancora i. 

Consideriamo anche il caso succes¬ 
sivo, riserbandoci di fare in seguilo delle 
osservazioni generali, che ci dispense¬ 
ranno di fare un gradino alla volta. 

In questo caso vi sono sedici termini, 
dei quali il primo o l'ultimo sono ri¬ 
spettivamente a* e b*. Dei rimanenti, 
alcuni contengono tre a e un b, altri due 
a e due b, altri infine un a e tre b. Della 
prima specie ve ne sono quattro, perché 
b può occupare il primo, il secondo, il 
terzo o il quarto posto ; analogamente, 
ve ne sono quattro della terza specie, 
poiché a può occupare ciascuno dei quat¬ 
tro posti ora nominati; ne avanzano sei 
da ascrivere alla seconda specie. Cosi 
si trova che 

(a -f- b)* = a* + 4 a 3 b -f- 0 a*b* + 4ab 3 -J- b*. 

Questo processo di deduzione si po- 
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Irebbe ripetere a piacere, e si troverebbero di mano in 
mano alberi sempre più ramificati. Se non che si capisce 
facilmente che il calcolo e la classificazione dei termini 
dell'ultima linea diventerebbe presto un operazione assai 
penosa. Procuriamo di dispensarci da questa pena col fare 
alcune riflessioni sul processo di formazione. 

Se, partendo da a, si discende lungo l'albero rappresen¬ 
tato dall' ultima figura, fino a abaa, si riconoscerà che 
questo termine si va formando, mentre si discende, per 
una successiva applicazione di lettere dalla parte di sini¬ 
stra. L’ a da cui si comincia è l’ultima lettera di abaa ; 
discendendo, si volge a destra,e vi si applica un altro a; 
poi, a sinistra, e a questo a si applica un b; finalmente, 
di nuovo si volge a destra, e al b si applica Va che occupa 
il primo posto. Di qui si possono trarre due conclusioni. 

In primo luogo, i termini risultanti hanno tutti una 
forma diversa; perchè ogni differenza nel cammino se¬ 
condo il quale si scende lungo l’albero introduce una 
differenza nella disposizione o nella qualità delle lettere 
del risultato. 

In secondo luogo, si producono tutte le disposizioni pos¬ 
sibili di quattro lettere, che sono o a o b; perché, data una 
disposizione particolare, per esempio, abab, basta leggerla 
da sinistra a destra, intendendo che a significhi « volta 
a sinistra! » e è, « volta a destra! », ed essa indicherà 
il cammino, che si deve seguire nel discendere lungo l'al¬ 
bero, per trovare in fondo la disposizione medesima. 

Queste due osservazioni si possono riunire in una sola, 
dicendo che tutte le disposizioni possibili si producono 
una volta, e una volta sola. 

Ora il nostro problema era di contare il numero dei 
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termini che contengono un certo numero di b. Dalia pre¬ 
cedente osservazione segue che ciò torna lo stesso come 
contare il numero di tutte le disposizioni possibili che 
contengono quel numero di b. 

Consideriamo, per esempio, i termini che contengono un 
solo b. Se i singoli termini contengono tre lettere, il nu¬ 
mero delle disposizioni possibili è 3, perché b può occu¬ 
pare il primo, il secondo, o il terzo posto: baa, aba, aab. 
Se ne contengono quattro, il numero stesso è 4, perchè b 
può occupare il primo, il secondo, il terzo o il quarto po¬ 
sto: baaa.abaa, aaba, aaab. Ingenerale, è chiaro che qua¬ 
lunque sia il numero delle lettere contenute nei diversi 
termini, vi è un egual numero di posti, che possono essere 
occupati da b, o, per conseguenza, di disposizioni conte¬ 
nenti un solo b. In linguaggio abbreviato, se n é il numero 
delle lettere, i termini elio contengono un solo b, sono n. 
E, per conseguenza, sono parimente n i termini che con¬ 
tengono un solo a, e del resto tutti b. 

Abbiamo cosi i termini che figurano al principio e alla 
fine dell’ n“* potenza di a -1- b, e possiamo scrivere : 

( a 4- b)« = a« 4- na» -1 6 + altri termini 4- nab «- 1 4- b«. 

Questa scrittura abbreviata significa che, se si moltipli¬ 
cano fra loro n (a + b ), il risultato che si ottiene è la 
somma di varii termini, quattro dei quali stanno scritti. Il 
primo e il prodotto di n a moltiplicati fra loro, ossia a n ; 
il successivo, n volle il prodotto di b per (n-1) a cioè na «- 1 ; 
il penultimo, n volte il prodotto di a per (n-1) b, cioè nab”~ * ; 
finalmente, 1’ ultimo é il prodotto di n b, moltiplicati fra 
loro, che si rappresenta con b n . 
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Resta da completare questa proposizione, col trovare 
quali sono gli « altri termini » che contengono più di un 
a e più di un b. 


§ 8. Sul numero delle disposizioni di un gruppo di lettere. 


Questo problema appartiene ad un ramo assai impor¬ 
tante dell aritmetica applicata, che si chiama teoria delle 
permutazioni e delle combinazioni, ed insegna a trovare 
quante disposizioni si possono fare con una data serie di 
cose, e quante si possono considerare comedistinte. Queste 
due questioni dipendono Tuna dall'altra, e in primo luogo 
conviene contare le disposizioni. 

A due lettere corrispondono evidentemente due dispo¬ 
sizioni, ab e ba. A tre lettere ne corrispondono sei: 

abc, acb, bea, bac, cab, eba. 


e cioè due che cominciano con a, due che cominciano con 
b, e due che cominciano con c; in tutto tre volte due. Po¬ 
tremo scrivere senza molta fatica anche tutte le disposizioni 
di quattro lettere; ma possiamo calcolarne il numero senza 
darci questa pena; infatti, se poniamo d davanti a ciascuna 
delle disposizioni di tre lettere, otteniamo sei disposizioni di 
quattro lettere, che cominciano con d, e che sono eviden¬ 
temente tutte quelle delle disposizioni in discorso, che 
possono cominciare con d. Similmente, ve ne saranno 
sei che cominciano con a, sei che cominciano con b, e 
sei che cominciano con c; in tutto, quattro volte sei, ossia 
ventiquattro. 





NUMERO. 


29 


Riuniamo insieme questi risultati: 

Con due lettere il numero delle disposizioni è due =: 2 

» t r e » tre volte due. — 6 

» quattro » quattro volte tre volte due = 24 

Di qui s'intravvede la regola seguente: Per trovare il 
numero delle disposizioni che si possono formare con un 
dato gruppo di lettere, si moltiplicano fra loro i numeri 
due , tre quattro , ecc., Jlno al numero delle lettere che 
compongono il gruppo. 

Questa regola sta per due, tre e quattro lettere; è va¬ 
lida, per avventura, anche per un numero qualunque di 
lettere? 

Considereremo il caso successivo ai precedenti, quello 
che le lettere siano cinque; e lo tratteremo con un me¬ 
todo che si potrà applicare a qualunque caso. Ognuna 
delle cinque lettere può essere presa per la prima; e per¬ 
ciò si può disporre del primo posto in cinque modi. Per 
ciascuno di questi modi, si può disporre in quattro modi 
del secondo posto; vale a dire ciascuna delle quattro let¬ 
tere rimanenti può essere posta per la seconda. Si hanno 
cosi cinque volte quattro modi di disporre dei primi due 
posti. Per ciascuno di essi, vi sono tre modi di disporre 
del terzo posto, perchè ciascuna delle tre lettere rima¬ 
nenti può essere posta per la terza. Ciò fa cinque volle 
quattro volte tre modi di disporre dei primi tre posti. Fi¬ 
nalmente, per ciascuno di questi modi, si può disporre in 
due modi degli ultimi due posti; e, per conseguenza, si 
conclude che vi sono cinque volte quattro volte tre volte 
due, o 120, modi di disporre le cinque lettere in discorso. 










30 


IL SENSO COMUNE NELLE SCIENZE ESATTE. 


Ora questo metodo di contare le disposizioni si applica 
evidentemente a tante lettere quante se ne vogliono; con¬ 
cludiamo quindi che la regola precedentemente enunciata 
sta per un numero qualsivoglia. 

In linguaggio abbreviato l’enuncieremo cosi: Il numero 
delle disposizioni di a lettere è 1 x 2 x 3 ... x n ; o, 
sostituendo un punto al segno x. 1 . 2.3 ... n. L’1, col 
quale si comincia, non ó veramente necessario; ma si 
pone, per includere il caso estremo di una lettera sola, 
nel quale vi é evidentemente una sola disposizione. 

Nello scienze esatte il prodotto 1.2.3 ... n, o, come 
si suol dire, il prodotto dei primi a numeri naturali, si 
presenta assai spesso; e perciò è parso opportuno di avere 
un segno particolare, per rappresentarlo, nel modo stesso 
che i segrelarii di un'assemblea sogliono servirsi di un 
segno particolare, per indicare le frasi che capitano più 
spesso. Se non che i matematici non si sono ancora ac¬ 
cordati sulla scelta. In Inghilterra si adopera generalmente 
il simbolo [nj ma è incomodo per la stampa. Alcuni scrit¬ 
tori del continente fanno uso del punto d’ammirazione, 
e scrivono a! E fu osservato che esso ha l’aria di indicare 
qualcosa di meraviglioso. Per conto mio, dò la preferenza 
ad un simbolo, che ha per só l'autorità del sommo Gauss, 
cioè la lettera greca n (Pf), che si può risguardare, se si 
vuole, come un’abbreviazione di prodotto, e scrivo lin. In 
tal modo si ha: 

ni = 1, 112 = 2, 113 = 6, 114=24, 115=120, 116 = 720, 
e, in generale, 


Il (a -p l)rr(n + 1) ila. 
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poiché, infatti, il prodotto dei primi n + 1 numeri ó eguale 
al prodotto dei primi n numeri moltiplicato per n + 1 . 

g 9 Sopra un teorema che concerne una polenta qua¬ 
lunque di (a -t- b). 

Applichiamo la regola precedente al problema di con¬ 
tare i termini di (a 4- 6 )»; e, per fissare le idee, come ab¬ 
biamo sempre fatto, cominciamo con un caso particolare, 
il caso di n = 5. Si sa, per quanto precede, che in questo 
caso vi ó un termine i cui fattori sono tutti a, e uno i cui 
fattori sono tutti b\ cinque termini, che sono il prodotto 
di quattro a per un b, e cinque che sono il prodotto di 
di un a per quattro b. Non resta che da calcolare il nu¬ 
mero dei termini che si possono formare, moltiplicando 
Ire a per due b, il quale ó chiaramente eguale a quello 
dei termini che si possono formare, moltiplicando due a 
per Ire b. Per conseguenza.il problema è questo: Quante 
disposizioni infierenti si possono formare con tre a e due b ? 

I Ire a sono tutti fra loro eguali, e cosi i due b. Per 
risolvere il problema, gioverà concepirli come distinti, e 
perciò sostituiamoci per un momento delle lettere majuscole 
e minuscole. Quante disposizioni differenti si possono fare 
con tre lettere majuscole A, B, C, e due minuscole d, eì 

In questa questiono le lettere majuscole si devono con¬ 
siderare come equivalenti l'una all' altra, e cosi pure le 
lettere minuscole, per modo che le disposizioni ABCc/e 
e CABed conteranno per una sola. 

Queste sono due disposizioni nelle quali le lettere ma- 
juscolo e le minuscole si succedono nello stesso modo 
(tre majuscole di seguilo e poi duo minuscole). Poiché le 
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3 lettere majuscole si possono disporre in 113 = 6 modi, 
e le 2 lettere minuscole in 112 = 2 modi, si vede che con 
quell’ordine di successione si potranno formare in tutto 
C x 2 = 12 disposizioni equivalenti, e, in generalo, che 
una disposizione nella quale le lettere majuscole e le mi¬ 
nuscole si succedono in un ordine determinato apparterrà 
ad un gruppo di C x 2 = 12 disposizioni equivalenti. Ora 
è chiaro che, se si prendono tutte le disposizioni che si 
possono formare con un diverso ordine di successione 
delle lettere majuscole e minuscole, e in ciascuna di esse 
si permutano le majuscole fra loro, e le minuscole egual¬ 
mente fra loro, si otterranno tutte le disposizioni che si 
possono formare colle cinque lettere A, B, C, d, e, il numero 
delle quali è n5 o 120. Ma siccome ogni disposizione 
dove le lettere majuscole e le minuscole si succedono in 
un ordine determinato figurerà dodici volte, e 12 sta in 
120 esattamente dieci volte, si vede che il numero cercato 
ó dieci. Ossia, il numero delle disposizioni di tre a e due b 
è 115 diviso per 113 e H2. 

Infatti le disposizioni in discorso sono le seguenti : 

bbaaa, babaa, baaba, baaab 
abbaa, ababa, abaab 
aabba, aabab 
aaabb. 

Nella prima linea si comincia con un b, e al secondo b 
si possono dare quattro posizioni diverse; nella linea suc¬ 
cessiva si assegna ad un b il secondo posto, e all’altro b si 
possono dare tre posizioni diverse ; e cosi via. È chiaro 
che, nel caso particolare in discorso, si sarebbe potuto 
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ottenere il numero delle disposizioni col metodo assai più 
semplice del calcolo diretto, del quale ci siamo valsi per 
verificare il risultato ; ma il metodo precedente ha il van¬ 
taggio di fornire una formola generale, applicabile a lutti 
i casi possibili. 

Rillettiamo alquanto sul risultato ottenuto. Si è trovato: 
q. 0) 5 = a 5 + 5 a* b 10 a 3 b* + 10 a* b 3 -f- 5 a b* + 6 5 

Osserviamo che 1 + 5 -f- 10 -h 10 + 5 -f 1 = 32, per 
modo che si è reso conto di tutti i 32 termini che figure¬ 
rebbero nell'ultima linea dell'albero corrispondente a que¬ 
sto caso. 

Ora possiamo passare alla soluzione del nostro pro¬ 
blema generale. Sia p il numero degli a, e q il numero 
dei b, che, in un certo termine, si moltiplicano fra loro; 
si tratta di trovare quante disposizioni si possono fare con 
questi p a, e questi q b. Sostituiamovi per un momento 
p lettere maiuscole, e q lettere minuscole, formanti, in 
lutto, /H-7 lettere. Allora ogni disposizione formala con 
esse, nella quale le lettere maiuscole e le minuscole si 
succedono in un ordine determinato appartiene ad un 
gruppo di disposizioni equivalenti, che si otterranno tutte, 
permutando le lettere maiuscole fra loro, e le minuscole 
egualmente fra loro. Ora, permutando le lettere maiuscole, 
si possono formare li/> disposizioni, e permutando le mi¬ 
nuscole, il?. Segue da ciò che ogni disposizione dove le 
lettere maiuscole e le minuscole si succedono in un de¬ 
terminato ordine appartiene ad un gruppo di II p x II q 
disposizioni equivalenti. D'altra parte il numero totale 
delle disposizioni che si possono formare colle p q- q lettere 


Clifford. 
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ó II (/> -f- 7). Per ciò che si è ora conchiuso, ogni disposizione 
dove le lettere majuscole e le minuscole si succedono in 
un ordine determinato figura II p x 117 volte. Si conchiude 
che il numero cercato si otterrà dividendo 11 (p -p q) per 

Il P X \\q. 

Esso può rappresentarsi in forma di frazione, cosi: 

n ( P + 1) 

Tip. IT q » 

quantunque non sarà mai una frazione , perchè il de¬ 
nominatore dividerà sempre esattamente il numeratore. 
E realmente sarebbe assurdo il parlare della metà, o 
del quarto di un modo di disporre una serie di lettere. 

Cosi siamo arrivati al risultato che il numero dei modi 
in cui si possono disporre p a e q b è 

H (P + q) 

n p. 117 

In altre parole, questo è il numero dei modi in cui si 
possono dividere p -p 7 posti in p di una specie, e 7 del- 
1 altra: come pure quello in cui si possono estrarre p 
cose da /> + 7. 

Applicando questo risultato all’espressione di (a + b)-, si 
vede che tutti i termini che contengono cosi a come b 
saranno della forma 


dove p + q = n, e che 


11 n 


orbi, 


11 p. 117 

si otterranno tutti, dando a 7 sue- 
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cessivamente i valori 1, 2, 3, ecc., e a p i valori che si 
ottengono, sottraendo questi numeri da n. Per esempio, 
si troverà 

n6 116 

(« + W = « 6 + 6 a*b + 

116 

4- n2Tn4 a * i4 + 6ab * + 

Il calcolo dei numeri che figurano in questa espressione 
si può abbreviare notevolmente. Cosi, si deve dividere 
j 2. 3. 4. 5. 6 per 1. 2. 3. 4; evidentemente, il risultato ó 
5 Questo numero dev’essere poi diviso per 2; e cosi 
si finisco per ottenere 5. 3 o 15. Similmente, per calcolare 

116 

113 . 113 ’ 

basta dividere 4. 5. 6 per 1. 2. 3 o 6, e si trova subito 
4. 5 o 20. 

Per scrivere la nostra espressione di (a -1- b)«, ci occorre 
un altro segno d’abbreviazione. Abbiamo veduto che questa 
espressione si compone di tanti termini, che hanno lutti 
la stessa forma 


ììn 

Il p. Il'/ 


orbi, 


ma si distinguono l'uno dall’altro, perchè p e q vi ricevono 
distinto coppie di valori la cui somma è n. Ora, come 
adoperiamo la lettera greca il per indicare un prodotto, 
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adopereremo la lettera z (Sigma) per indicare una somma 
e rappresenteremo la somma dei termini in discorso cosi 


Un 

V __ 

“il p. \\q 


orbi, 


[P + <1 = n]. 


I termini estremi a« e b« si possono includere a buon 
diritto nel tipo generale. Infatti, per p - n , e q = 0, dalla 
forma generale si ha 




nn 

HnTiiÒ 


a» à°, 


la qual espressione si riduce ad a«, se no = t, b° = i 
Veramente « il prodotto dei primi zero numeri» non ha 


senso; ma, se si ammette che la relazione 


il (n + 1) = (n + i) n n> 

la quale sta qualunque sia il numero rappresentato da n 
sussista anche quando n rappresenta zero, e quindi n + 1 
— 1, con questa ipotesi, se ne ricava 


ili = HO; 

e abbiamo \edulo a suo luogo la ragione per cui a 111 
attribuiamo il significato di 1. inoltre, se diciamo che 
significa il risultalo che si ottiene, moltiplicando 1 per b 
<1 volte, b° significherà il risultato che si ottiene, multipli- 
cando 1 per b nessuna volta, vale a dire, non moltipli¬ 
candolo del tutto; e questo risultato é 1. 
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Falle queste convenzioni, concludiamo 

nn , , 

+ [p + q = n\, 

dove s'intende che p deve ricevere tulli i valori da n, di¬ 
scendendo fino a 0 , e 7 tutti i valori, da 0 , salendo fino a n. 

Questo risultato si chiama lo Formolo del Binomio di 
Newton, e fu dato, per la prima volta, da Newton. Bi¬ 
nomio si suol chiamare un' espressione composta di due 
termini, come a-\-b; e Formolo del Binomio ó un’espres¬ 
sione abbreviala che sta in vece di formolo relativa ad 
una patema qualunque di un binomio. 

§ 10. Sulle operazioni che si presentano come price di 
senso. 

Lo operazioni fin ora considerate permettono, dati duo 
numeri, di determinarne per mezzo di essi un terzo. Duo 
numeri si possono sommare insieme, e si ottiene cosi la 
loro somma; si possono moltiplicare fra loro,e si ottiene 
il loro prodotto. 

Ai quesiti: Qual'ó la somma di due numeri dati? e Qual'ó 
il loro prodotto? si può sempre rispondere. Ma diversa¬ 
mente, non si può sempre trovare la soluzione dei quesiti, 
di cui ora passiamo a discorrere. 

Supponiamo, in primo luogo, che si domandi: Qual nu¬ 
mero, aggiunto a 3, produce 7? La risposta è evidente¬ 
mente 4. L'operazione, mediante la quale si trova questo 
numero I, si chiama sottrarre 3 da 7; e, rappresentandola, 
come l'addizione, per mezzo di un segno, si scrive: 
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Ma supponga il lettore che io domandi: Qual numero, 
aggiunto a 7, produce 3? In questo caso, la domanda, per 
quanto, spiegata per disteso a parole, sembri fatta in buon 
italiano, non ammette risposta possibile; che, se, valen¬ 
dosi dei simboli, si scrive 3 — 7, si posa, sotto altra forma, 
il medesimo quesito, di cui non esiste la soluzione. 

Vi è dunque, fra sommare o sottrarre una differenza 
essenziale; poiché, come abbiamo precedentemente notalo, 
la somma di due numeri esiste in ogni caso. 

Un’espressione come 3 -|- 4 si potrà sempre adoperare 
colla sicurezza che possieda un preciso significato; difatti, 
vi sarà senz'altro un numero di cui essa ó una rappre¬ 
sentazione simbolica. Ma se, presa un' espressione come 
3 — 7, si ragionasse sopra di essa, come se avesse si¬ 
gnificato, sarebbe un parlare assurdo, perché, per formarla, 
si accoppiano dei simboli, ai quali corrispondono realtà 
che non vanno insieme. Al quesito: che risultalo si ottiene, 
levando un dato numero da un altro ? non si può rispon¬ 
dere , se non nel caso che il secondo numero sia più 
grande del primo. 

Analogamente, quando si tratta di moltiplicare fra loro 
duo numeri, sappiamo che il prodotto esiste sempre; per 
la qual cosa un simbolo come 4x5 rappresenta sempre 
un numero, e si può usarne senza scrupolo. Ora, si do¬ 
mandi: Qual'é il numero, che, moltiplicato per 4, produce 
20 ? La risposta è evidentemente 5. L’operazione mediante 
la quale si deduce questo numero da 20 e da 4 si chiama 
dividere 20 per 4; e, rappresentandola, come lo prece¬ 
denti operazioni, con un simbolo, si scrive 20 4- 4 = 5. 

Ma supponiamo che si tratti di divedere per 4 il nu¬ 
mero 21. Nessun numero, nel senso che per ora an- 
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netliomo a questa parola — cioè nessun numero intero_ 

può dare 21, moltiplicandolo per 4; e perciò se, presa 
P espressione 21 v 4, si ragionasse sopra di essa, come 
se avesse significato, sarebbe un parlare assurdo, come 
ragionando sull’ espressione 3 — 7, poiché quell' espres¬ 
sione, al pari di questa, si forma, accoppiando dei simboli, 
ai quali corrispondono concetti contradditorii. 

Questo fatto, nella matematica, si presenta ripetutamente; 
poiché ogni nuova operazione rappresenta un quesito; e 
questo potrà essere risolto o no, a seconda dello circo¬ 
stanze. 

Posto il caso che il quesito non si possa risolvere, pren¬ 
dendo i simboli, che ne rappresentano la soluzione, quando 
esiste, e ragionando sopra di essi, come se avessero un 
significato, si farà un parlare assurdo. Ma un assurdo di 
questa specie non sarà roba da buttar via. Una lunga e 
molteplice esperienza insegna che non v’ ha nulla di piò 
profìcuo. Se non che si deve riconoscere che è un assurdo, e 
valersi di ciò per farne una cosa conforme al buon senso. 

Si ottiene questo risultato, attribuendo ai vocaboli e ai 
simboli un nuovo significato, tale che, per mezzo di esso, 
il quesito proposto riceva una soluzione. 

Vediamo ora, in particolare, quale significato si possa 
attribuire ai nostri simboli, allo scopo di fare una cosa 
conforme al buon senso dell’espressione attualmente as¬ 
surda 3 — 7. 


§ 11. Passi. 

L'operazione consistente nell’aggiungere 3 a 5 si indica 
con 5 -p 3, e dà per risultato 8. Noi possiamo considerare 
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questa operazione come un modo speciale di passare da 
oa 8, facendo un.passo rappresentato da + 3 ; e, conforme¬ 
mente a ciò, leggeremo il simbolo + 3 , passo avanti tre. 

Analogamente, coir espressione 5 — 3 = 2 , si indica 
simbolicamente che, sottraendo 3 da 5, si ottiene per ri¬ 
sultato 2 ; e questa operazione si può parimente conside¬ 
rare come un modo di passare da 5 a 2 , facendo un passo 
rappresentato da - 3. Se il precedente era un passo avanti 
questo ó un passo indietro; e perciò leggeremo - 3 ,passò 
indietro ire. 

Un passo si supporrò sempre preso a partire da un 

numero abbastanza grande, perché il risultalo abbia senso 

Questa restrizione non vincola i passi avanti, perché, par- 
tendo da qualsiasi numero, si potrò andare avanti finché 
si vuole ; ma indietro un passo non si può prendere che 
a partire da un numero più grande del passo medesimo. 

Definito cosi il concetto di passo, osserviamo che, quando, 
partendo da un numero qualunque, si prendono due passi' 
l’uno di seguito all'altro, non importa quale dei due si 
prende pel primo. Ciò si riconoscerà immediatamente, nel 
caso che i due passi abbiano la stéssa direzione.+ 3 + 4 , 
indicando di fare il passo ovanti 3 , e quindi il passo avanti 
4, significa che si deve fare un passo avanti eguale alla 
somma dei numeri corrispondenti ai due passi; nel modo 
stesso, - 3 - 4 significa che si deve fare un passo in¬ 
dietro eguale alla somma di 3 e 4 , ossia a 7 . 

Ora supponiamo che i due passi abbiano direzioni op¬ 
poste. + 3 — 7, per esempio, significa che si deve fare il 
passo avanti 3, poi il passo indietro 7; e il risultato ó Io 
stesso come facendo il passo indietro 4 . Ora è chiaro che 
Io stesso risultato si otterrebbe, facendo prima il passo 
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indietro 7, e poi il passo avanti 4. Esso sarà, in ogni 
caso, un passo nella direzione del più grande dei duo 
passi considerati, e di grandezza eguale alla loro differenza. 

Vediamo cosi che due passi, presi l'uno di seguilo al¬ 
l'altro, sono equivalenti ad un solo passo, il quale è indi- 
pendente dall'ordine in cui essi si prendono. 

Si deduce da ciò, con un ragionamento affatto simile a 
quello di cui ci siamo valsi nel caso della moltiplicazione, 
che un numero qualsiasi di passi, presi l’uno dopo l’altro, 
ha una risultante indipendente dall'ordine di successione; 
la qual legge si può considerare come una generalizza¬ 
zione dello legge analoga relativa all’addizione dei numeri, 
a suo luogo dimostrala. 

Cosi, noi abbiamo trovalo un nuovo significalo, che pos¬ 
siamo attribuire ai nostri simboli, in virtù del quale l'espres¬ 
sione 3 — 7 non riuscirà più contraria al senso comune. 
Ivi si deve intendere che il simbolo 3 rappresenti -f- 3, 
ossia passo avanti 3: il simbolo — 7, passo indietro 7; e 
l'intera espressione non significherà più che si tratta di 
levare 7 da 3, ma bensi che si deve aggiungere 3, e poi 
sottrarre 7 da un numero qualsiasi, abbastanza grande, 
perché si possa attribuire un senso al risultalo. Confor¬ 
memente a ciò, il risultato dell'operazione indicala dalla 
nostra espressione è — 4, ossia, per valerci della scrit¬ 
tura abbreviata, -f- 3 — 7 = — 4. 

Un passo si potrà moltiplicare, cioè prendere un determi¬ 
nato numero di volte; cosi, per esempio, sarà 2 (— 3) = — 6; 
ossia, ogniqualvolta si possono prendere di seguito duo 
passi indietro eguali a 2, essi saranno equivalenti ad un 
passo indietro eguale a 6. 

È chiaro che, per moltiplicare un passo, si moltiplica il 
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numero che lo rappresenta, e se ne conserva la specie; 
per modo, molliplicando un passo avanti, o un passo in¬ 
dietro, si ottiene, a seconda del caso, un nuovo passo 
avanti, ed un nuovo passo indietro. 

La moltiplicazione d’un passo si può considerare come 
un’ operazione che trasforma il passo dato in un altro. 
Cosi, nell’esempio precedente, il moltiplicatore 2 trasforma 
il passo indietro 3 nel passo indietro 6. Se non elio questa 
operazione, per quanto abbiamo testò osservalo, trasfor¬ 
merà un passo in un altro della medesima specie, e si 
presenta spontanea la domanda: Non si potrà immaginare 
un’operazione, per mezzo della quale un passo si trasformi 
in un altro, di specie opposta? Il nome, che sembra più 
naturale, per designare si fatta operazione, è senza dubbio 
quello di rivolgimento di un passo. 

Rivoltare un passo avanti, o un passo indietro, vorrà 
dire trasformarli rispettivamente in un passo indietro, e 
in passo avanti. 

Combinando l’operazione cosi deflnilà colla moltiplica¬ 
zione, un passo di grandezza e di specie qualunque si potrà 
trasformare in un altro parimente di qualunque grandezza, 
e di qualunque specie; per esempio, si potrà trasformare 
- 3 in + 6, cioè il passo indietro 3 nel passo avanti 6; 
e, indicando il rivolgimento colle lettere r, si avrà l’espres¬ 
sione r2(— 3) = 0. 

Cosi, un passo si potrà sempre trasformare in un altro, 
mediante un’operazione, la quale può essere di due di¬ 
verse specie: cioè, può mantenere inalterata la direzione 
del passo, e può rivoltarlo. Se, per amore di simmetria, 
quando la direzione del passo si.mantiene inalterata, con¬ 
veniamo d’indicarlo colla lettera m, la pura moltiplica- 
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ziono si rappresenterà con un’equazione di questa forma : 
m2(—3) = — G. 

È chiaro che, preso un passo, si potrà eseguire sopra 
di esso una successione di operazioni di questa specie, 
in numero qualsivoglia. Prendiamo il passo + 4; tripli¬ 
candolo, o rivoltandolo, si ottiene — 12 ; duplicando alla 
sua volta questo nuovo passo, e mantenendone la direzione, 
si ottiene — 24; e ciò si può rappresentare coll’equazione 
m2(r3)(+4) = — 24. Ora — 24 è anche eguale a rG(+4); 
per modo che le due operazioni, che abbiamo supposto 
di eseguire sul passo considerato, la prima consistente 
nel triplicarlo e rivoltarlo, la seconda nel duplicarlo, e 
manlenenrne la direzione, sono equivalenti ad una sola 
operazione, consistente nel sestuplicarlo, e rivoltarlo. È 
chiaro che le due prime operazioni, successivamente ese¬ 
guite , risulteranno sempre equivalenti alla terza, qua¬ 
lunque sia il passo che si considera, e perciò possiamo 
scrivere l’equazione m2(r3) = — 0. 

Supposto invece di prendere un passo qualsiasi, e di 
triplicarlo e rivoltarlo, poi duplicarlo e rivoltarlo di nuovo, 
il risultato sarà lo stesso come se si moltiplicasse per sei, 
e se ne mantenesse inalterata la direzione. 

Quindi: r2(r3) = m(>. 

Confrontiamo queste due ultime formole colle due pre¬ 
cedenti, cioè con ni2(—3) = — 6, e r2(— 3) = + C ; noi 
vediamo che le due paja sono perfettamente simili, salvo 
che, in quello elio abbiamo ultimamente ottenuto, sta scritto 
m ad r, dove nell’altro si trova rispettivamente + e —. 

Ciò non toglie che il loro significalo sia completamente 
diverso. Cosi, prendendo la seconda formola di ciascun 
pajo, l'una esprime le proposizione: raddoppiando e ri voi- 
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Inndo il passo indietro 3, si ottiene il passo avanti C; mentre 
1 altra significa: triplicando e rivoltando, poi duplicando 
e rivoltando, poi duplicando e rivoltando di nuovo un pas\o 
qualunque, si ottiene lo stesso risultalo, come vestii pii con¬ 
dolo, e mantenendone invariata la direzione. 

Questa analogia, come fra poco vedremo, sussiste in 
generale; cioè, ad ogni proposizione, colla quale si enuncia 
1 effetto prodotto da una successione qualsivoglia di ope¬ 
razioni eseguite sopra un passo, ne corrisponderà sempre 
un altra, dove al passo si trova sostituita un’operazione; 
o, per dirla altrimenti, ogni operazione, che trasforma un 
passo in un altro, trasforma parimente in un’ ultra un’o¬ 
perazione, la quale consiste di una moltiplicazione pel 
numero che rappresenta il passo, con mantenimento di 
direzione, oppure rivolgimento, secondo che il passo in 
discorso è un passo ovanti, oppure un passo indietro. 

§ li. Estensione del significato dei simboli. 

Ciò che ora passiamo a fare parrà a tutta prima che 
debba produrre la maggior confusione, mentre invece l’a¬ 
nalisi ne ricava immensi vantaggi. 

Una volta riconosciuto che due distinte cose, che abbiamo 
sempre debitamente indicato con simboli diversi, condu¬ 
cono a risultati della stessa forma, salvo che per rappre¬ 
sentare uno di essi si adopera una specie di simboli, ed 
un altra, per rappresentar l'altro, converremo di modificare 
il significato dei simboli, in modo che, invece di due specie, 
non ne figuri più che una sola. D’or in avanti i simboli 
+ e — indicheranno ciò che finora fu sempre indicato 
con m ed r, cioè mantenere la direzione d’un passo, e 
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rivoltarlo; in pari tempo conserveranno il loro significato 
primitivo; e il contesto deciderò, in ogni cuso particolare, 
con quale dei due significali possibili si devono prendere. 
Cosi, all'equazione (— 2) (— 3) = + 6 si potranno attri¬ 
buire due significati diversi. I simboli — 3 e-1-0 potranno, 
in primo luogo, rappresentare duo passi; e, in questo caso, 
l'equazione esprimerà: raddoppiando e rivoltando il passo 
indietro — 3, si ottiene il passo avanti 0. Ma gli stessi sim¬ 
boli — 3 e -t- 0 potranno anche indicare un'operazione; e, 
in questo secondo caso, l'equazione esprimerà invece: se si 
triplica e si rivolta, poi si duplica, e si rivolta di nuovo 
un passo qualsivoglia, si ottiene lo stesso risultato come 
sestuplicandolo, e mantenendone inalterata la direzione. 

Vediamo per qual ragiono è lecito esserire che questi 
due significali potranno sempre coesistere. 

Perciò, consideriamo, in primo luogo, il secondo, e pro¬ 
curiamo di formare una regola, per trovare il risultato di 
un numero qualunque di operazioni successive. 

In primo luogo, ó chiaro che il numero, che nel risul¬ 
talo farà da moltiplicatore, sarà il prodotto di lutti i nu¬ 
meri, che fanno da moltiplicatore, nelle successive ope¬ 
razioni. 

In secondo luogo, due consecutivi rivolgimenti si elide¬ 
ranno; per modo che, ogniqualvolta ve ne sia un numero 
pari, l'operazione risultante manterrà lo direzione del passo. 

Ciò posto, ecco la regola cercata : Per trovare lo risul¬ 
tante di un numero qualsivoglia di operazioni, si molti¬ 
plicheranno fra loro i numeri che compariscono nelle 
singole operazioni, e al prodotto si premetterà il segno + 
o il segno —, secondo che vi sarà un numero pari oppure 
un numero dispari di meno, cioè di rivolgimenti. 
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Ora, consideriamo il primo significato, e immaginiamo 
di assoggettare un passo ad una successione qualunque 
di operazioni. 

É chiaro che il numero, che rappresenta il passo ri¬ 
sultante, sarà il prodotto dei numeri, che compariscono 
nelle singole operazioni, e di quello che rappresenta il 
passo originario. 

Inoltre, i due passi saranno della stessa specie, oppure 
di specie opposta, secondo che la serie delle operazioni 
comprenderà un numero pari, oppure un numero dispari 
di rivolgimenti. 

Ciò posto, supponiamo che il passo dato sia un passo 
indietro. Il passo risultante, se i rivolgimenti sono in nu¬ 
mero pori, sarà parimente un passo indietro; ma, in questo 
caso, il numero dei segni (—), calcolato indipendentemente 
dal significalo attribuito a questi segni, sarà dispari (per¬ 
chè si aggiungerà il segno —, che indica la specie del 
passo dato, al numero pari di segni —, che indicano i 
successivi rivolgimenti); e perciò questo risultalo é con¬ 
forme al precedente. 

Assoggettando invece un passo negativo ad un numero 
dispari di rivolgimenti, il passo risultante sarà positivo. 
Ma, in questo caso, il numero dei segni (—), calcolato in¬ 
dipendentemente dal loro significato, è pari ; e perciò il 
risultalo è ancora conforme a quello di prima. 

Si conclude da ciò che, in ogni caso, adoperando gli 
stessi simboli per indicare che un passo è « avanti », o 
« indietro », e rispettivamente che, nella trasformazione 
d' un passo, si deve « mantenerne la direzione », o « ri¬ 
voltarlo », ci sarà lecito di attribuire ad ogni espressione 
duo diversi significati, senza pericolo che uno di esso sia 
falso. 
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Noliamo elio, nello svolgere questo argomento, cnmmin 
facendo, abbiamo dimostrato che, assoggettando un passo 
ad una serie qualsivoglia d’operazioni della specie con¬ 
siderato, si ottiene un risultato indipendente dal loro ordine 
di successione. Esso difatti, per quanto abbiamo veduto, 
sarà sempre un passo, di cui il prodotto dei numeri che 
compariscono nel passo dato, e nelle singole operazioni, 
rappresenta la grandezza, e il numero dei rivolgimenti 
definisce la specie. 

§ 13. Addizione e moltiplicazione delle operazioni. 

Passeremo ora a trovare una legge, che collega l'ad¬ 
dizione e la moltiplicazione dei passi. 

Presi, per esempio, i passi + 3 e — 7, se si moltipli¬ 
cano separatamente per 4, e poi si forma il risultante 
dei due passi cosi ottenuti, si ottiene lo stesso risultalo, 
come formando il risultante dei due passi primitivi + 3 
e — 7, e moltiplicandolo per 4; difatti -p 12 — 28 = — 16, 
e_ 16 = 4 ( — 4). Una relazione di questa specie si ve¬ 

rifica in generale, e si può facilmente ricondurre alla legge 
fondamentale che un gruppo di cose, comunque si conti, 
corrisponde sempre allo stesso numero: se non che, nel 
presento caso, il calcolo si deve fare, parte andando in¬ 
dietro, e porto andando avanti, come prima. 

Ma, oltre i passi, attribuendo all' addizione il debito si¬ 
gnificato, si possono sommare insieme le operazioni. 
Supposto che p 3 e — 7 si considerino come operazioni, 
parrà naturale di ammettere senz'altro che la loro somma 
debba essere di necessità l'operazione — 4. So non che 
non dobbiamo ammettere nullo senza dimostrazione, e 
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,L stNSO comuni; nelle scienze esatte. 

meno ancora valerci di un'espressione, senza fissarne pre¬ 
cisamente il significalo. 

Ora, dicendo che la somma delle due operazioni + 3 
®. 7 * * operazione - 4 , s'intende di diro che, tripli- 
andò un passo qualsivoglia, mantenendone invariala la di¬ 
rezione, e componendo il risultalo cosi ottenuto, con quello 
che s. ottiene, moltiplicando il passo medesimo per 7 e 
rivo mndolo, si otterrà lo stesso risultato, come mollipli- 
. o o per 4, e rivoltandolo. Ciò ó vero senz'alcun dubbio; 
eie .ia vero ce ne possiamo persuadere, eseguendo le 

— C0S ‘ "> Prendiamo 6 

nalteiala la direzione, si prenderanno tre passi di cinque 
numer, nella direzione (progressiva), in cui va preso il 
passo medesimo. Similmente, per moltiplicarlo per 7 e 
rivoltarlo, si prenderanno selle passi di cinque numer, 
ella direzione opposta, o regressiva. Ciò fatto, non ci re¬ 
sterà più che da prendere tre passi avanti, 0 poi sette 

ricino • C ° mP0SU dÌ CÌnqU ° " Umeri c ««cuno; e si 

riconosce, a prona vista, che si otterrà lo stesso risultate 

come prendendo quattro passi indietro, composti ciascuno 
di cinque numeri. cia .cuno 

Così, la somma di due operazioni é perfettamente defi. 
mia e riesce implicitamente dimostralo, pel modo in cui 
Siamo arrivai, a questa definizione, che la somma stessa 
6 ^'pendente dall' ordine delle operazioni. 

Perciò, possiamo oramai scrivere le formolo 


a + b ~ b + a 
a + r) = ab 4 - ae 
(a H- 0) c = ac àe 
ab = ha. 
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e considerare le lettere che vi figurano come simboli di 
operazioni eseguite sopra dei passi. 

Sussistendo queste relazioni fra le operazioni, come fra 
fra i numeri, i ragionamenti di cui ci siamo valsi, a suo 
luogo, per trovare le potenze della somma di due numeri, 
si potranno adoperare, senz' altro, per trovare le potenze 
della somma di due operazioni. Potremmo rifarli, attri¬ 
buendo a tutti i simboli i loro nuovi significali; ma vi ri¬ 
nuncieremo, per risparmio di tempo e di spazio. 

Tuttavia, per dare un esempio, varrà la pena di esa¬ 
minare il caso del quadrato della somma di due operazioni. * 

Prendiamo, per esempio, 4-5 e — 3. 

Per la formola del binomio, (4- 5 — 3)* è eguale a 
(q_ 5 )» 4 - (— 3)* 4- 2 ( 4 - 5) (— 3). Ora, ciò significa che, ese¬ 
guendo due volte di seguito, sopra un passo qualsivoglia, la 
somma delle due operazioni 4- 5 e — 3, cioè, moltiplicando 
il posso medesimo per 5, mantenendone inalterata la di¬ 
rezione, poi triplicandolo c rivoltandolo, e dei due passi 
cosi ottenuti formando il risultante, finalmente eseguendo 
sopra questo nuovo posso la stessa operazione, si ottiene 
un passo, che si può ottenere egualmente componendo i 
tre seguenti : 

Primo, il passo originario, moltiplicalo due volte di se¬ 
guilo per 5. 

Secondo, il passo originario, moltiplicalo due volte per 3, 
e due volte rivollalo, per modo che la direzione finisce 
per essere la primitiva. 

Terzo, due volto il risullalo che si ottiene, triplicando 
il passo dato, e rivoltandolo, quindi moltiplicandolo per 5, 
e mantenendone inalterata lo direzione. 


Clifford. 


4 
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§ 14. Divisione delle operazioni. 

* 

Abbiamo veduto che cosa significa moltiplicare duo 
operazioni; vediamo ora qual genere di problema si posa 
colla divisione. 

A tal fine prendiamo, ad esempio, la proposizione sim¬ 
bolica — 3 (4-5) = — 15; e attribuiamoci, in primo luogo, 
il significato che, triplicando e rivoltando il passo avanti 5, 
si trova il passo indietro 15. In base a questa proposizione 
si possono porre due distinti quesiti. Si può domandare, in 
primo luogo: Qual - ó l’operazione, che, eseguila sul passo 
avanti 5, produce il passo indietro — 15? alla qual do¬ 
manda si deve evidentemente rispondere : Triplicare e 
rivoltare. In secondo luogo, si può domandare : Qual é il 
passo, che triplicato e rivoltato,produce il passo indietro 15? 
e, in questo caso, si deve rispondere: 11 passo avanti 5. 
Sebbene siano questi due diversi quesiti, l'operazione, 
mediante la quale se ne trova la soluzione, si designa, 
in entrambi i casi, collo stesso termine. Nel primo coso, 
si dice che si divide il posso — 15 per il passo 4-5; nel 
secondo, che si divido il passo — 15 per l'operazione —3. 

Cosi, il termino dividere riceve due diversi significali. 
Ma vuol essere osservato che la soluzione è simbolica¬ 
mente la stessa, in entrambi i casi: sebbene debba essere 
diversamente interpretata. 

Il passo — 15 si può egualmente ottenere, triplicando e 
rivoltando il passo avanti 4-5, e quintuplicando il posso 
indietro —3. Simbolicamente, 


(-3) (4-5) = (4-5) (-3) =-15. 
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Perciò il quesito « dividere — 15 per — 3 » può signifi¬ 
care egualmente « qual'è il passo, che, triplicalo e rivol¬ 
tato, produce il passo indietro —15? > e « qual'è l'ope¬ 
razione, che, eseguita sul passo indietro — 3, produce il 
passo indietro — 15? » La soluzione del primo quesito è « il 
passo -1-5 »> quella del secondo, « l'operazione consistente 
nel moltiplicare per 5, mantenendo inalterata la direzione, 
ossia l'operazione +5. » Vediamo cosi che, sebbene il ter¬ 
mine dividere, come abbiamo precedentemente osservato, 
si prenda con due diversi significati, per modo che la di¬ 
visione conduce, secondo il caso, a risultati diversi, pure 
questi risultati sono espressi dal medesimo simbolo. 

In termini generali, il problema « dividere il passo a per 
il passo b » significa « trovare l'operazione (supposto che 
vi sia), la quale trasforma è in a. » Invece il problema, 
« dividere il passo a per l’operazione b » significa « tro¬ 
vare il passo (supposto che vi sia), che, dall’operazione b, 
è trasformato in a. » Tuttavia la soluzione simbolica è la 
stessa, in entrambi i casi; e, per trovarla, si deve eseguire 
la stessa operazione. A tal fino, si deve dividere il numero 
di a pel numero di b: e applicarvi il segno +, o il —.se¬ 
condo che i segni di a e di b sono eguali, oppure diversi. 

Potremo anche attribuire all’equazione 

(-3) (-1-5) =-15, 

donde siamo parliti, l’altro suo significato con cui — 3 e 
+ 5 rappresentano entrambe un'operazione, e —15 è l'o¬ 
perazione, mediante la quale si ottiene lo stesso risultato 
come eseguendo le due prime, 1 ’ una di seguilo all’ altra. 
In questo caso, il problema « dividere l'operazione —15 
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per l'operazione — 3 » significa « trovare quell’operazione, 
die, susseguita dall’operazione — 3, riesce equivalente 
all'operazione —15. * In generale « dividere 1 operazione 
a per l'operazione b » significa « trovare 1 operazione, che, 
susseguila da b, riesce equivalente ad a. » 

Osserviamo come la divisione di un passo per un passo, 
e di un’operazione per un’operazione, presentino, l’una 
coll’altra, una certa analogia, e differiscano, per una co¬ 
mune circostanza, dalla divisione di un passo per un ope¬ 
razione. Infatti, il risultato della divisione di a per b, elio 

rappresenteremo col simbolo -, quando a e b rappresen¬ 
tano entrambe un passo, od un’operazione, é un'opera¬ 
zione, che trasforma b in a; ciò che si indicherà abbre¬ 
viatamente, scrivendo 



Invece, supposto che a indichi un passo, e b un'opera¬ 
zione, il risultato in discorso è un passo, sul quale de¬ 
v’essere eseguila l’operazione b, per trasformarlo in a; 
per modo che, in questo caso, 



11 fatto che il risultato simbolico è lo stesso, in entrambi 
i casi, é espresso dall’eguaglianza 
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e, presentato in questa forma, comparisca come un caso 
della legge commutativa. 

Perciò, finché sta questa legge, non occorrerà mai di 
dover distinguere simbolicamente i due significati. 

Ma, come avremo occasione di vedere in seguito, si 
presentano altre specie di passi, e di operazioni, per le 
quali la legge commutativa non sussiste più. Per questo 
caso, il prof. Cayley ha proposto un'opportuna notazione ; 

egli si vale del simbolo per indicare l’operazione, che 

. I® 

trasforma b in a, e rappresenta col simbolo ^ ciò che, 
mediante l'operazione b si trasforma in a. Cosi, 



a; invece, b ■ 7 - = 
b i 


a. 


Comunque sia, ogniqualvolta si adopererà il simbolo^ -, senza 

aggiungere altre indicazioni, si dovrà intendere che si 
prende col primo significato, cioè che rappresenta l'ope¬ 
razione che trasforma b in a. 


§ 15. Risultati generali dell' estensione del significato dei 
termini. 

Osserviamo come, prendendo le mosse dai numeri usuali, 
siamo venuti a considerare, prima, i passi, mediante i 
quali si eseguisce l’addizione, e la sottrazione di due nu¬ 
meri, poi le operazioni consistenti nel moltiplicare un passo, 
mantenendone invariata la direzione, oppure rivoltandolo: 
e come nbbiamo ampiamente esteso il significato di tutti 
i nostri termini. 
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Il termine addizione, che originariamente non signifi¬ 
cava altro che l'addizione di due numeri, ha ricevuto in 
seguilo il significato di un’ operazione, mediante la quale 
si compongono due passi, per dedurne un passo risultante, 
che produce un effetto equivalente a quello che producono 
i due passi, presi l’uno di seguito all'altro. 

Il termine moltiplicazione, parimente limitato in prin¬ 
cipio al caso di due numeri, ha poi ricevuto il significato 
di un'operazione, mediante la quale si combinano due ope¬ 
razioni, por dedurne un’operazione risultante, che produce 
un effetto equivalente a quello delle due operazioni suc¬ 
cessivamente eseguite. 

L'addizione e la moltiplicazione dei passi e delle opera¬ 
zioni risultarono dotate delle stesse proprietà, che sono 
caratteristiche dell’ addizione e della moltiplicazione dei 
numeri. Fu anzi precisamente questo fatto, che c’indusse 
ad usare in quel nuovo senso i nostri antichi termini. Lo 
studio degli argomenti, che ci restano da trattare, ci mo¬ 
strerà un ulteriore sviluppo dello stesso processo ; ma, 
diversamente dal caso ora considerato, le proprietà dello 
operazioni più semplici non si conserveranno sempre in¬ 
tegralmente nelle più complesse; e perciò questa graduale 
estensione del significalo dei termini, se è forse il più po¬ 
tente istrumento di ricerca, che sia mai stalo adoperato, 
si deve però applicare con una cautela proporzionata alla 
sua importanza. 




CAPITOLO II. 


SPAZIO 


§ i. / limiti non occupano spazio. 

La geometria è una scienza fisica. Oggetto di essa sono 
la grandezza, la forma, e la distanza delle cose. E, come, 
per studiare il numero delle coso, abbiamo cominciato col 
fare una semplice ed ovvia osservazione, e ce ne siamo 
poi valsi ad ogni passo, per vedere a quali conseguenze 
ci saprebbe condurre, cosi, per studiare la forma e la di¬ 
stanza di esse, faremo alcune osservazioni semplicissime, 
per poi volercene continuamente, e vedere quali conse¬ 
guenze se ne potranno dedurre. 

Queste osservazioni sono: 

In primo luogo, che una cosa si può trasportare da un 
luogo all'altro, senza che per questo cambii la sua gran¬ 
dezza e la sua forma. 

In secondo luogo, che più coso possono presentare la 
stessa forma, ed avere nondimeno grandezze diverse. 

Ora, perché da queste osservazioni si possano dedurre 
conclusioni precise, è necessario, innanzi tutto, di ricono¬ 
scerne esattamente il significato. 
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Ogni còsa prende un certo posto. Una tavola, per esem¬ 
pio, occupa una certa parte della camera in cui si trova, 
mentre la parte rimanente non è da essa occupata. La 
presenza dell'oggetto stabilisce una differenza fra le duo 
parti di spazio. 

Tra le due parti di spazio cosi distinte vi ò ciò elio si 
chiama la superficie della tavola. 

Supposto lo spazio, che circonda la tavola luti’all’in¬ 
giro, pieno d’aria, la superficie dello tavola sarà qualcosa 
che sta fra il legno e l’aria, e che separa l’uno dall’altrn, 
senza essere nè una cosa, nò l'altra. 

Sarebbe un errore supporre che la superficie della ta¬ 
vola fosse un sottilissimo strato di legno, posto all’esterno 
di essa. Noi vediamo subito che sarebbe un errore, osser¬ 
vando che ogni ragione che c'inducesse a fare questa sup¬ 
posizione, dovrebbe indurci egualmente a supporre che la 
superficie della tavola fosse un sottilissimo strato d'aria 
aderente ad essa. Egli è che la superficie appartiene ad 
un tempo al legno ed all'aria, e non prende nello spazio 
alcun posto (*). 

O È certo ctie uno superficie naturale, per quanto possa sem¬ 
brare levigato, bustera che sin osservata con un opportuno ingran¬ 
dimento, perché apparisco ruvido. Perciò, nel coso delln superficie 
della tavola e dell'aria, vi sarà probabilmente uno strato nel quale 
si trovano mescolate Insieme particelle d’aria e di legno. In questo 
caso il limite fra la tavola e l’aria non sarà ciò clic noi « vediamo 
e sentiomo », e non corrisponderà nemmeno alia superficie del 
geometra. La superficie del geometra, secondo me, va considerata 
come un « concetto ideale • dedotto dal limiti apparenti (non reali) 
degli oggetti, quali li descrive il testo. Per quanto io creda ferma¬ 
mente nella natura Ideale dei concetti geometrici, non ho creduto 
opportuno di alterare il lesto. Lo distinzione in di scorso fu fatto 
dallo stesso Clifford [Essai/*, I. P- 300-’, 381) K. P. 
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Ora si potrà immaginare che parte della superficie della 
tavola abbia un colore, e parte un altro. 

La superficie di questo foglio di carta presenta una 
macchia rotonda, tinta in nero, di formo circolare. Questo 


Fig. 1. 

circolo divide la superficie del foglio in due parti: la parte 
eh'esso occupa, e la parte che non è da esso occupata. 

Mentre la superficie, per sé stessa, non occupa spazio, 
il circolo occupa un certo spazio sulla superficie. Da ciò 
noi siamo tratti a distinguere duo specie di spatio ; lo 
spazio volgarmente dello, nel quale si trovano, e si spo¬ 
stano i corpi solidi; e lo spazio superficiale, il quale si 
può considerare da due diversi punti di vista. Da un punto 
di vista, esso forma il limite di due parti adjacenli di spazio 
volgarmente detto, e non prende in esso alcun posto. Dal¬ 
l'altro, è, per sò stesso, un’allrn specie di spazio, dove si 
possono distinguere diverse parti, ciascuna delte quali 
prende in esso un posto determinato. 

Queste parti hanno alla lor volta i loro limiti. 

Fra la superficie nera del circolo o la superficie bianca 
della carta, che si trova tull’all' ingiro, vi ò una linea, la 
circonferenza del circolo. Questa linea non appartiene nò 
alla parte bianca, nò alla nera, ma sta fra una parte o 
l'altra. Essa divide, l'una dall'altra, lo due parti, e, nello 
spazio superficiale, non prende, per sé stessa, alcun posto. 
Una linea non ò una sottilissima lista di superficie, più 
che la superficie non sia un sottilissimo strato di solido. 
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Difatli, nel caso immaginato, ogni ragione che potesse in¬ 
durci a dire che la circonferenza, che forma il limite della 
macchia nera, é una sottilissima lista nera, ci dovrebbe 
indurre affatto egualmente a dire che è una sottilissima 
lista bianca. 

Una linea si può parimente dividere in parti. Supposto 
che il foglio col cerchio nero fosse immerso nell'acqua, 



Flg. 2. 


in modo da sommergere parte del cerchio, la linea che 
ne forma il contorno si troverebbe parte sotf acqua c 
parte fuori. 

Ora, la parte sott’acqua occuperebbe sulla linea un certo 
spazio; perchè sarebbe una certa parte del contorno. 
Quindi, vi ha luogo a considerare uno spazio lineare, come 
uno spazio superficiale, e lo spazio volgarmente detto. 
Cosi, la linea non prende alcun posto sulla superficie: non 
è che il confine tra due parti adiacenti di essa. Ancor 
meno prende posto nello spazio. Eppure, essa rappresento 
uno spazio suo particolare, che si può dividere in parti, 
e da queste parli può essere occupato, e riempito. 

Le parli di una linea hanno anch'esse i loro limiti. Fra 
la parte di circonferenza che si trova sott’acqua, e la parlo 
che ne emerge, vi sono due punii, che ne segnano gli 
estremi. Questi punti non sono nè sott’acqua, nè fuori; 
sono nella superficie dell' acqua ; e contemporaneamente 
su quella del foglio di carta, e sul contorno del cerchio 
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nero. Essi appartengono a questa linea, ma non occupano 
sopra di essa alcun spazio. 

Un punto non è un tratto brevissimo di linea, più che 
la linea non sia una listerella di superficie. Esso forma 
la divisione di due parti adiacenti della linea, e non prende 
sulla linea il minimo posto. 

Ora, è importante d’osservare che con ciò noi non an¬ 
diamo dissertando intorno a concetti ideali, ma facciamo 
invece pure osservazioni di senso comune, sopra fatti che 
ci presenta la quotidiana esperienza. 

La superficie di un oggetto è cosa che noi abbiamo 
continuamente occasione d’osservare: cosa visibile e pal¬ 
pabile; e l'osservazione che la superficie medesima è co¬ 
mune all'oggetto, e allo spazio che lo circonda, è questione 
di buon senso. 

Una linea, che divide, l’una dall'altra, due parti di uno 
superficie, è parimente qualcosa che l'esperienza ci pre¬ 
senta ad ogni momento. Essa non ó un concetto ideale, 
al quale noi arriviamo, immaginando che un filo diventi 
infinitamente sottile; ma bensi qualcosa, che, mediante 
l'osservazione diretta, noi riconosciamo appartenere con¬ 
temporaneamente ad entrambe lo parti di superficie che 
sono da essa divise, per modo che non può avere una 
grossezza qualsiasi. 

Lo stesso dicasi del punto. Il punto, che, nell’ esempio 
consideralo poc'anzi, divide la parte di circonferenza che 
si trova sott’acqua, dalla parte che ne emerge, è cosa che 
cade sotto i nostri sensi. Non ò un concetto ideale, che 
otteniamo, immaginando che una particella impiccolisca 
al di sotto d’ogni limite; ó il confine di due parti adjacenli 
di una linea, la quale è il confine di due parli adjacenli 
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di superficie, la quale finalmente ó il confine di due parli 
adjacenti di spazio. 11 punto è dunque qualcosa di sensi¬ 
bile: e non già un'astrazione fabbricata dalla nostra mente. 

Quando parliamo di tracciare uno linea, o di segnare 
un punto sopra un foglio di caria, noi adottiamo il modo 
di dire dei disegnatori, non teniamo un linguaggio da geo¬ 
metri. Ecco, nell'unita figura, il disegno di un cubo rap- 



Fig. 3. 

presentato per mezzo di linee, nel senso che il disegna¬ 
tore attribuisce a questa parola. Ognuna di queste cosi 
detto « linee » ò una riga d’inchiostro da stampa, di gros 
sezza variabile, la quale, sul foglio, occupa un certo spazio. 
Quindi, tracciando una serie di siffatte « linee », sufficien¬ 
temente compatta, si potrà interamente ricoprire una lista 
di corta, di grandezza qualsivoglia. Oro, ogni riga ha una 
linea per parte, la quale divide la superficie tinto in nero 
dalla superficie bianca. Queste sono vere linee geometriche, 
che, nello spazio superficiale, non prendono alcun posto. 
Diversamente dal precedente caso, supposto che quesle 
linee si potessero segnare, se ne potrebbero inserire mi¬ 
lioni e milioni fra i limilidi una delle nostre righe; e, fra 
due qualunque, avanzerebbe sempre tanto posto da poler- 
vene inserire altri milioni. 

Comunque sia, per tracciare le figure geometriche, si 
ricorre, con molto vantaggio, allo spediente di rappre- 
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sentore le linee per mezzo ili righe nere. Per evitoro ogni 
possibile equivoco, che da ciò potesse nascere, gioverà 
(issare il modo in cui una riga deve rappresentare una 
linea, facendo una volta per sempre la seguente conven¬ 
zione. Quando la riga é verticale, cioè pel lungo del fo¬ 
glio, come questo | , la linea do essa rappresentata sarà 
il suo orlo destro. In ogni altro caso, la linea sarà l'orlo 
superiore dello riga. 

Analogamente nel caso di un punto. Un punto si suol 
rappresentare, facendo sul foglio un puntino nero, ossia 
una macchietta di forma più o meno irregolare. Questa 
macchietta avrò per contorno una certa linea. Orbene, 
quando un punto di questo contorno sia, per avventura, 
superiore a tutti gli altri, esso sarà il punto, che si vuol 
rappresentare mediante il puntino. Quando invece più 
punti del contorno si troveranno allo stesso livello, e nes¬ 
sun altro sarà più allo di essi, per modo che il contorno 
terminerà superiormente con un tratto orizzontale, il punto 
rappresentalo dal puntino sarà l'estrcmo destro di questo 
tratto. 

Questa specificazione del significalo delle figuro non ha 
alcuna pratica utilità; e noi potremo farne a meno, purché 
il lettore non commetto l'errore di prendere macchiette e 
righe per punti e linee geometriche. 

§ 2. Le lunghezze si possono trasportare, senza che per 
questo si alterino. 

Premesso queste nozioni, esaminiamo il significato della 
prima delle nostre duo osservazioni intorno allo spazio: 
cioè, che una cosa si può trasportare da un luogo all'altro, 
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senza che per questo cambii la sua grandezza, e la sua 
forma. 

Occupiamoci, in primo luogo, di quanto concerne la gran¬ 
dezza. La grandezza di una cosa si determina, misurando 
la mutua distanza di varii punti di essa. Cosi, per esempio, 
per trovare la grandezza di una tavola, noi la misureremo, 
o pel lungo, o pel largo, o dall'alto al basso, ciò che tor¬ 
nerà sempre a prendere due punti di essa, e misurarne 
la distanza. Condizione indispensabile, per poter eseguire 
la misura di una distanza, é quella d’aver qualche cosa, 
come sarebbe un regolo, od un nastro, che si possa tra¬ 
sportare da un luogo all'altro, e, mentre si trasporta, 
mantenga sempre la stessa lunghezza. Una volta che si 
disponga di tale strumento, lo misura si eseguisce, met¬ 
tendolo al posto della distanza che si tratta di misurare, 
e osservando qual parte di essó coincide colla distanza 
medesima. 

Due lunghezze, o due distanze, si dicono eguali, quando 
corrisponde ad entrambe una stessa porte della misura.Cosi 
si dirà che due tavole hanno la stessa larghezza, quando, 
segnata la larghezza di una di esse sopra un nastro, ap¬ 
plicandolo all'altro, si troverà che la sua larghezza cor¬ 
rispondo ai medesimi segni. Ora, se, per fare questo con¬ 
fronto, gioverà valersi del nastro, non sarà perciò necessario 
di ricorrere a tale spediente. Noi potremmo trovare egual¬ 
mente che le duo tavole hanno la stessa larghezza, pren¬ 
dendone una, e ponendola capovolta al di sopra dell'altra. 
Ciò che diciamo di due tavole, si potrà diro di due altre 
cosequalsiansi; in generale, due lunghezze, o due distanze 
qualunque, saranno eguali, quando applicando l’unadi esse 
all'altra, vi si potrà adattare esattamente, senza che occorra 
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per questo fl'allerarla. Se non che, per tornare al nostro 
esempio, un nastro è qualcosa che si trasporta più como¬ 
damente d'una tavola; e perciò in pratica si preferirà di 
veriflciiro 1* eguaglianza delle due larghezze, confrontan¬ 
dole collo stesso pezzo di nastro. Supposto che ciascuna 
di esse risulti eguale olla stessa lunghezza di nastro, noi 
ne dedurremo che sono fra loro eguali, ammettendo che 
due lunghezze eguali ad una terza sono eguali fra loro. 
Ora, ciò torna ad ammettere che, se al nastro si farà de¬ 
scrivere un cammino chiuso qualsivoglia, per ricondurlo 
Analmente alla sua posizione originaria, la sua lunghezza 
non ne verrà alterata. 

In qual modo? Supponiamo che il nastro considerato, 
quando non s'adopera, si mantenga disteso lungo un re¬ 
golo , in modo che uno de’ suoi capi corrisponda ad un 
segno inciso sul regolo. Noi sappiamo che cosa signiAca 
dire che due lunghezze, misurate col nastro, a partire da 
quel capo, risultano eguali. Ciò posto, prendiamo tre ta¬ 
vole, A, B, C, e supponiamo che, misurandole, la larghezza 
di A risulti eguale a quella di B, e questa a quella di C; 
pel precedente postulato, diremo, in tal caso, che la lar¬ 
ghezza di A e quella di C sono fra loro eguali. Ora, ciò 
vuol dire che, segnata sul nastro la larghezza di A, por¬ 
tando questa lunghezza sopra B, si troverà che corrisponde 
egualmente alla larghezza di B ; e portandola poi sopra 
C, si troverà che corrisponde alla larghezza di C, come a 
quella di B. D'altra parte, affermando che la larghezza di 
C sarà eguale a quella di A, si asserisce che, trasportando 
la lunghezza medesima da C ad A, passando o no per B, 
si troverà che, come alla larghezza di C, corrisponde a 
quella di A. Quindi, in conclusione, noi affermiamo che, 
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trasportando il nostro d. A « B, poi dn B « C, « 
monto da C di nnoyo od A, supposto che a principio 
corrispondesse «li. larghezza «■>' corrisponderà egnnl- 

Tq^stderaztoni no, siamo ,r.U, ad con- 
clusione assai singolare. 11 lettore avrà probabilmente - 
come abbiamo dettai,o la lunghezza , o 1._ • 

,,er mezzo diano misera, ohe si pass, trasportale do un 
Logo al,• altro, senso ette n, ami, ,o tnnpAe.-zo. Or. m 
,,0.1 modo si potrebbe vermene, so non misura P «»«i 
. ncsto proprietà. Noi potremo bensì Irasportare ad un 
tempo un metro, in forma di regolo, per confron aro c 
Z il nasino ; ma tutto età eh. potremo dimostrare - 
.mesto modo sarà che un certo pezzo di nastro e d, re¬ 
lè, o Ogniqualvolta si trovano otto stesso posto, presentano 

rnng, lezzo eguali! non già che quest, lunghezze man- 

tengano inalterate. , 

i?gli è che noi potremmo fare egualmente ipo osi 

lotose cambiassero di lunghezza, pel solo fatto che s. 
trasportano da un luogo all’ altro ; e, P-che s, suppo. 
nesse . r che tutte le cose cambiassero egualmente, 2. 
che ogni cosa, ricondotta alla sua posizione or.gmana, 
occupasse lo stesso spazio di prima, non s. cadrebbe.per 
Jto in alcuna contraddizione coi fati, osservai.. Co che 
l ,m di positive à puramente queste, che due cose,che* 
possono adattare osa,tornente fune all'altro, m un peate 
si potranno egu.lmenle adattare in qn.lains, nitro, ancorché 
vi siano recato per diversi cammini; a menoeie, 

,0,0 non vi sia qualche ragione, estranea al puro 
del movimento, perchè avvenga iUonlrano.Co^ un P^z 
<H nastro, e un regolo, che si adattano esattamente 
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all’altro, a Milano, si adatteranno egualmente anche a 
Nuova York; ancorché il regolo vi sia trasportato at¬ 
traverso all’Atlantico, e il nastro attraverso l’India e il 
Pacifico. Naturalmente, potrà darsi che, per l’umidità, il 
regolo si gonfii, e che il nastro si contragga per la sec¬ 
chezza dell’aria; alterazioni di questa natura, dipendenti 
da circostanze estranee alla geometria, saranno sempre 
possibili. Ma, fatta astrazione da esse, per quanto dipendo 
dalle sole condizioni geometriche, cioè puramente dal tra¬ 
sporto, e dal cambiamento di posto, due cose che si adat¬ 
tano l'una aH’allra, in un luogo, si adatteranno egualmente, 
in qualsiasi altro. 

Su questo fatto, come abbiamo veduto, si fondano la 
nozione di misura d’una lunghezza, e l’assioma che due 
lunghezze eguali ad una terza sono eguali fra loro. 

Ora, potrà darsi che le lunghezze si alterino, pel solo 
fatto che si trasportano da un luogo all' altro, senza che 
noi ce ne accorgiamo ? 

Chiunque voglia meditare seriamente su questa questione, 
finirà per convincersi che essa è interamente priva di senso. 
Ma il tempo che s'impiegherà ad arrivare a questa con¬ 
clusione non sarà completamente sprecato. 

g 3 . Le proprietà caratteristiche della forma. 

Cosi, abbiamo veduto che cosa significa dire che una 
cosa si può trasportare da un luogo ad un altro, senza 
che per questo no cambii la grandezza; ciò significa elio 
una lunghezza qualunque, la quale corrispondo ad unn 
determinata misura, in un certo posto, vi corrisponderà 
parimenlo in qualsiasi altro, qualunque sia il cammino 
Clifford. • 5 
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seguito cosi dalla cosa considerata, come dalla misura 
con cui si confronta, per giungere al posto medesimo. 
Vediamo ora che cosa s'intende col dire che una cosa si 
può trasportare da un luogo all'altro, senza che necambu 
la forma. 

A tal fine, osserviamo, in primo luogo, come la Torma 
di una cosa non dipenda che dalla superficie che ne 
forma il limile, e punto dall'interno: per modo che no. 
potremo sempre parlare della forma della superficie, e 
sarà come parlare di quella della cosa. 



Fig. i. 


Ciò premesso, notiamo alcune proprietà caratteristiche 
delle superficie. Qui vediamo un cubo, un cilindro, ed una 
sfera. La superficie del cubo si compone di sei faccio 
piatte, e presenta spigoli e vertici. Il cilindro ha due faccio 
piatte agli estremi, ed una superficie rotonda, divisa da 
ciascuna faccia terminale, per mezzo di uno spigolo cir¬ 
colare. La sfera ha una superficie tutta quanta rotonda, 
e perfettamente liscia. 

La gran differenza di forma, che presentano le parti 
tilde d' una superficie, in confronto degli spigoli, e dei 
certici, salta immediatamente all'occhio. Uno spigolo, es¬ 
sendo una linea, non è una parte della superficie, nel senso 
che vi occupi un certo spazio; ancor meno lo potrebbe 
essere un vertice, che è semplicemente un punto. Ciò non 
toglie però che possiamo distinguere i punti di una super- 
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«eie in punti devo la superficie è liscia (come sono tutti 
quelli della sfera, quelli della superficie rotonda, e delle 
basi del cilindro, e quelli delle faccie del cubo), punti ap¬ 
partenenti ad uno spigolo, e vertici. Per brevità di discorso, 

gioverà distinguere queste tre specie di punti coi termini 
di punti lisci, punti di spigolo, e punti di vertice ; e, met¬ 
tendo insieme gli spigoli e i vertici, potremo anche com¬ 
prendere le due ultime specie nel nome generico di punti 
ruvidi. 

Ora, prendiamo la sfera, e posiamola sopra uno dello 
faccie del cubo (fig. 5). 



Fi?. 5. 


I due corpi si toccheranno per un punto; vale a dire 
un corto punto della superficie della sfera, ed un certo 
punto di quella del cubo concieranno, per modo da for¬ 
marne uno solo. Questi due punti sono entrambi punti 
lisci. Ora, per poco che si mova la sfera, essi si separano. 
Appena la sfera cominci a rotolare sulla faccia del cubo, 
il contatto si stabilisce fra due punti dei due corpi, l'uno 
c 1’ altro diversi dai primitivi. Lo stesso fallo si verifi¬ 
cherà, posando la sfera sulla superficie rotonda del cilindro, 
o sopra una delle sue basi, in modo che tocchi un punto 
liscio (fig. 6). 
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Posiamo invece, sopra una faccia del cubo, la parte ro¬ 
tonda del cilindro. In questo caso, le due superfìcie si toc- 



Kig. 8. 


citeranno lungo tutta una linea. Ad ogni punto di questa 
linea, due punti, l’uno appartenente alla superficie del ci¬ 
lindro, l’altro a quella del cubo, coincideranno per modo 
da formarne uno solo. Essi saranno entrambi punti lisci. 
E, come nel caso precedente, essi si separano, per poco 
che si movano i due corpi, l’uno per rispetto all'altro. 



Fig. T. 


Appena il cilindro cominci a rotolare sulla faccia del cubo, 
il contatto si stabilirà fra una linea del cilindro, ed una 
linea del cubo, diverse, l’una e l'altra, da quello di prima; 
e perciò i punti di contatto saranno tutti cambiati. 

Finalmente posiamo sulla faccia del cubo una delle 
basi del cilindro. Le due superficie si applicheranno I’una 
all’ altra, per tutta la loro estensione, per modo da non 
farne più che una sola; quindi i due corpi non si tocche¬ 
ranno, come prima, per un punto, o lungo una linea, ma 
secondo una superficie. Fissiamo nella base del cilindro 
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un punto qualsiasi; esso coinciderà con un certo punto 
della faccia del cubo; e questi due punti saranno lisci 
Orbene, noi osserviamo, anche in questo caso, che i due 



Fig. 8. 


punti si separano, per poco che uno dei due corpi si mora 
per rispetto all'altro (*). 

(•) In tulli questi cosi (fìg. 5-8) il moto relativo di cui si porlo deve 
essere di traslastone o d 1 inclina sione ; una roteatone intorno od 
un osse verticule non separerebbe I punti di contatto. Lo vero di¬ 
stinzione fro il contatto dei punti lisci, e quello di un punto liscio 
con un punto ruvido mi sembra consistere in ciò, che i punti di 
contatto non sono separali, nel primo coso, soltanto da un moto 
definito do una sola coordinalo (con un solo grado di liberto) — 
uno rotazione intorno od un osso normale olle superficie liscle nel 
punti In questione: e nel secondo coso, dimeno da un moto definito 
do due cordinole (punto di spigolo c punto liscio), e in genere do 
moti definiti da un numero Illimitato di coordinate (con un numero 
illimitato ili gradi di libertà) — rotazioni Intorno a due o più ossi 
passanti pel punto ruvido II lettore capirà meglio quando avrà 
visto il capitolo sul moto — K. I*. 

Osserviamo che l'autore insiste più volte sullo circostanza che II 
moio nitori la posizione relativa ilei due corpi a contatto; ciò che, 
prescindendo dallu posizione relativa dei singoli punti, non fu, nei 
casi considerati, una rotazione intorno ad una retta passante pei 
punto di contatto, e normale ulle superficie che Ivi si toccano. 

Mota del Traduttore. 
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Se non che, in quest'ultimo caso, si presenta una cir¬ 
costanza, della quale noi approfitteremo per ampliare le 
nostre cognizioni. Noi abbiamo tacitamente supposto che 



kìb. e. 


la base del cilindro fosse più piccola della faccia del cubo. 
Ora, supponiamo clic, poste le due superficie a contatto, 
il cilindro stia in mezzo al cubo, come nella fig. 8, per 
modo che il cerchio, che ne forma la base, sia lutto com¬ 
preso nel quadrato, che forma la faccia del cubo. In tal 
caso, il cilindro, inclinandolo, si ridurrà nella posizione 
rappresentata dalla fig. 9. 

Conformemente a quanto abbiamo osservalo, in seguito 
a questo spostamento, tutti i punti lisci delle superficie 
dell'uno e dell'altro corpo, che prima coincidevano, si se¬ 
pareranno. Ma due punti seguiteranno a coincidere. Di¬ 
fatti, nella posizione inclinata, il cilindro posa sopra un 
punto della faccia del cubo, per un punto del suo spigolo 
circolare; e questi due punti coincidono egualmente nella 
posizione primitiva. 

Noi potremo inclinare il cilindro più o meno, e, purché 
lo incliniamo sempre nella stessa direzione, per modo che 
non rotoli sullo spigolo, questi due punti si manterranno 
sempre uniti. Vediamo cosi che, quando un punto di spi- 
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goto tocca un punto liscio, si potrà movere uno dei due 
corpi relativamente all'altro, senza che i due punti si se¬ 
parino per questo. 

Lo slesso fallo si osserverà, applicando la superficie 
rotonda, o una base, del cilindro ad uno spigolo del cubo, 
oppure applicando la sfera ad uno spigolo dell’uno o del¬ 
l’altro corpo. Mantenendo fisso uno dei due corpi, si potrà 
inovere l'altro, in modo che restino sempre a contatto gli 
stessi due punti; se non che, a tal fine, si dovrà sempre 
inclinarlo nella stessa direzione. 

Invece, posto un vertice del cubo a contatto di un punto 
liscio del cilindro, come rappresenta la fig. 10, questi due 



Fig. io. 


punti si manterranno uniti, in qualunque direzione s’in¬ 
clini l’uno o l'altro corpo. Cosi, potremo inclinare comun¬ 
que il cubo, e ad un tempo mantenere il suo vertice sempre 
a contatto dello stesso punto liscio del cilindro. 

Facendo toccare due punti di spigolo, il risultato sarà 
diverso, secondo che i due spigoli, nel punto di contatto, 
avranno la stessa direzione, oppure s'incroceranno. Nel 
primo caso, per mantenere i due punti uniti, bisognerà 
inclinare in una certa direzione; nel secondo, si potrà in¬ 
clinare in una direzione qualunque. Parimente, quando 
un vertice tocca un punto di spigolo, la direzione in cui 
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si deve inclinare il corpo non andrà soggetta ad alcuna 
restrizione; e molto meno quando un vertice è a contatto 
d'un vertice. 

La conclusione che emerge da tutto ciò ó che, in un 
certo senso, tutte te superficie, nei loro punti lisci, pre¬ 
sentano la stessa forma. 

Difatti, per ciò che abbiamo veduto, posti due punti lisci 
a contatto, ivi le supercie si adattano l'una niraltra, in tal 
modo che non si può movere una di esse per rispetto 
all'altra, senza staccare i due punti (*). 

Ora, a questo stesso modo possono adattarsi 1’ uno al¬ 
l’altro anche due spigoli, purché uno di essi sia rientrante 
(cioè sia una rientranza della superficie, invece di una 
sporgenza), come si vede nella fig. 11 ; ed esaminando que¬ 
sto caso, si vedrà meglio come sia opportuno il dire che 
due superficie presentano la stessa forma, ad un punto 
dove si adattano 1’ una all' altra in quel modo. 



Fig. il. 

Il corpo rappresentato dall'annessa figura, che suppo¬ 
niamo si ponga a contatto col cubo, è formato, riunendo due 
sfere, dalle quali è stalo troncato un pezzo. Supposto che 

O Vedesl tuttavia la nota a pog. 69 — K P. 
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questo pezzo sia una piccolissima parte della sfera, lo 
spigolo rientrante sarà proporzionatamente mollo acuto, 
e lo spigolo del cubo non si potrà inserire nella rientranza 
abbastanza profondamente per ridurlo a contatto di esso 
(fig. 12); supposto invece che dalle due sfere sia troncala 



Fig. 12 . 



circa una metà, lo spigolo rientrante sarà mollo aperto, 
e il cubo, introdotto nella rientranza, vi potrà barcollare 
(fig. 13). È chiaro che vi sarà una forma irtermedia, nella 
quale i due spigoli si adatteranno esattamente (fig. 14); 
per modo che si potranno ridurre a contatto, senza che 
il cubo possa barcollare nella rientranza. 

In questo caso, sebbene uno spigolo sporga, e l'allro sia 
un solco, pure dobbiam dire che, lungo quello spigolo, le 
due superficie presentono la stessa formo. Difalli, suppo¬ 
sto che lo nostra doppia sfera sia di legno, la sua super¬ 
ficie non sarà soltanto superficie del legno, ma anche del¬ 
l'aria che lo circonda; e ciò che è una rientranza, od un 
solco, del legno, è, al tempo stesso, una sporgenza del¬ 
l’aria. Allo stesso modo, ogni spigolo sporgente, ed ogni 
vertice del cubo è al tempo stesso un solco e una depres¬ 
sione dell’aria. Ora, la superfìcie appartiene egualmente 
al corpo e all'aria; non fa differenza alcuna fra interno 
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ed esterno; elevazione e depressione sono, per rispetto 
ad essa, termini completamente arbitrarli. Non altrimenti, 
in una lamina di metallo, che presenta un’ammaccatura, 
se da una parte vi è un' elevazione, ciò vuol dire che vi 
ò una depressione dall'altra, e viceversa ; ma é affatto ar¬ 
bitrario di considerare piuttosto l’una che l’altra parte 
come la rjiusta. (Notiamo bene però che una lamina di 
metallo non è in alcun modo un'immagine d’una superficie; 
essa non ó altro che un sottile strato solido, le due su¬ 
perficie del quale hanno prossimamente la stessa forma). 
Apparisce da ciò che lo spigolo di legno del nostro cubo 
avrà la stessa forma come lo spigolo d'aria della doppia 
sfera; o, ciò che torna lo stesso, che le superficie dei due 
corpi avranno lungo lo spigolo la stessa forma. 

Ora, la doppia sfera si potrò sempre modificare in modo 
die lo spigolo presenti quella forma clic si vuole; e perciò 
si presta assai bene al nostro scopo. Si è supposto finora 
che da ciascuna sfera fosse troncata una parte minore 
della metà; noi possiamo immaginare elio siano saldati 
insieme anche questi pezzi, per modo da formare un solido 
con uno spigolo sporgente. 

Qualunque sia la parte troncata, questo spigolo, e lo 
spigolo rientrante del solido formalo riunendo i pezzi più 
grossi, avranno sempre la stessa forma; cioè i due solidi 



Fig. 15. 


si potranno adattare esattamente l'uno all’ altro, secondo 
il rispettivo spigolo, nel senso poc' anzi spiegalo. 
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Ciò poslo, supponiamo che dalle due sfere sia segala 
una parie assai prossima ad una metà. (S’intende che 
dev'essere segala da entrambe una stessa parte, altrimenti 
i pezzi non potrebbero combaciare esattamente). In tal 
caso, saldando insieme i più grossi e i più piccoli pezzi, 
formeremo due solidi forniti di spigoli mollo ottusi. Lo 
spigolo sporgente sarà un leggerissimo rialzamento, e una 
leggerissima depressione, lo spigolo rientrante. 

Facendo un passo ancora, e segando le due sfere esat¬ 
tamente per metà, è chiaro che i duo nuovi solidi saranno 
parimente due sfere; per modo che non vi sarà più nó 
rialzamento, nó depressione, o la superficie sarà tutta 
quanta liscia. Ma si noti che arriviamo a questo risultalo, 
immaginando che uno spigolo sporgente vada aprendosi 
sempre più, finché scompare ogni rialzamento; oppure, 
immaginando che uno spigolo rientrante vada aprendosi 
sempre più, finché scomparisce ogni depressione. Si potrà 


(t) di) 



(til) (IV) (V) (Vi) (Vii) 
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Fig. 16. 

anche immaginare che lo spigolo sporgente vada sempre 
più aprendosi, finché si spiana compietamente, e si tra¬ 
sformi poi in uno spigolo rientrante. Questa evoluzione 
continua si potrà presentare all’occhio, introducendo in 
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un zoolropo una serie di figure, come quelle che rappre¬ 
senta la fig. 16. Girando rapidamente il disco, si vedranno 
le due sfere, in principio separale, fondersi in un unico 
solido, come (ii) e (iii), poi formare una sola sfera, come 
(iv), poi contrarsi, formando una lente sempre più piccola, 
come (v), (vi), (vii). 

Ciò che specialmcnto importa di notare è che la sfera 
rappresentata da (iv), è uno stadio dell'evoluzione; donde 
apparisce che un punto liscio è un caso particolare di un 
punto di spigolo, intermedio tra il caso di uno spigolo 
sporgente, e quello di uno spìgolo rientrante. Per questa 
ragione, estendendo ai punti lisci le proprietà dei punti 
di spigolo, noi diciamo che le superficie ad ogni punto 
liscio presentano la stessa forma. 

g 4. Proprietà caratteristiche dei contorni delle superjlcie. 

Osservazioni analoghe a queste, che abbiamo fatto in¬ 
torno ai corpi solidi, ossia ai pezzi di spazio, preso questo 
vocabolo col significato usuale, si potranno fare intorno 
ai pezzi di superficie. Veramente la forma di un pezzo di 
superficie non dipende interamente da quella della linea 
che lo limita. Pure, questa è la sola cosa che ci resta da 
considerare; poiché della forma della superficie racchiusa 
ci siamo già occupati quanto ci basta. 

Gioverà limitarsi anche di più, e considerare soltanto 
dei contorni, che non racchiudono alcun punto ruvido. 
Cosi, un pezzo della superficie del cubo dovrà stare lutto 
quanto in una delle faccie; e un pezzo di superficie del 
cilindro, in una delle basi, o nella superficie tonda, né 
potrà essere composto, per esempio, di una base e di una 
parte della superficie tonda. 
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Ciò posto, le proprietà dei contorni, che si tratta di con¬ 
siderare, si potranno studiare sufficientemente, per mezzo 
di figure disegnate sulla carta. Avvolgendo poi il foglio, 
potremo verificare che le stesse proprietà generali ap¬ 
partengono anche alle figure che si possono disegnare 
sopra un cilindro; e, per farci ideo perfettamente chiare, 
varrà la pena di disegnare qualche figura sopra una sfera, 
e sopra qualche altra superficie analoga. 

La fig. 17 rappresenta dei pezzi di superficie di forma 
diversa: un quadrato, una figura con tre vertici, due cir¬ 
coli parzialmente sovrapposti. La parte dove i due cerchii 


I !► V9 


Fig’. 17. 


si sovrappongono, perché si distingua a colpo d'occhio, 
si è lasciata in bianco. 

Facendo ora specialmente attenzione al contorno di 
questi pezzi, noi osserviamo ch'esso presenta parti liscie 
e vertici o angoli, alcuni sporgenti, altri rientranti. 1 pezzi 
di superficie non sono, per loro natura, mobili, come le 
parti di spazio precedentemente considerate; tuttavia po¬ 
tremo riprodurre, fino ad un certo punto, gli esperimenti 
che abbiamo immaginato di fare coi solidi, ritagliando le 
figure con un temperino, e facendo cosi altrettanti buchi, 
che serviranno a fissare la primitiva posizione delle figure 
medesime. Ciò fatto, applicando i pezzi ritagliati, l'uno al¬ 
l'altro, oppure ai buchi, troveremo che, quando i contorni 
di due figure si toccano secondo due punti lisci, ivi si 
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adattano 1'una all'altra, in tal modo che i due punti si 
staccano, per poco che si faccia rotolare una figura sul¬ 
l'altra ; mentre, ove si tocchino un angolo ed un punto 
liscio, si potrà spostare una delle due figure per rispetto 
all' altra, senza che i due punti si separino. Procurando 
poi di far coincidere due angoli, senza che le figure si 
sovrappongano, si presenteranno fatti analoghi a quelli 
che abbiamo osservalo, quando si trattava di far coinci¬ 
dere gli spigoli di due solidi. Supponiamo, per esempio, 
che si tratti d'introdurre un angolo del quadrato in uno 
degli angoli rientranti della figura formata da due cerchii 
parzialmente sovrapposti. Se l'angolo rientrante sarà 
troppo acuto, l'angolo del quadrato non vi potrà penetrare; 
e questo ó il caso della fig. 12. Se invece sarà abbastanza 
ottuso, il quadrato vi potrà barcollare; e questo ò il caso 
della fig. 13. Tra l'uno e l'altro, vi sarà un caso inter¬ 
medio, nel quulo i due angoli si adatteranno l'uno all'altro 
esattamente; vale a dire, nel quale i due angoli si po¬ 
tranno ridurre a contatto, ma il quadrato non potrà mi¬ 
nimamente barcollare. In questo caso noi diciamo che i 
due angoli hanno la stessa forma, ossia che sono eguali 
l'uno all'altro. 

Da tutto ciò noi siamo tratti a conchiudere che la forma 
è affare di angoli, e che da un* eguaglianza di angoli di¬ 
pende l’eguaglianza della forma. Per trattare della gran¬ 
dezza dei corpi, ci è bastato di considerare un semplice 
caso di essa, la lunghezza, ossia la distanza di due punti; 
e abbiamo osservato come si possa determinare tutto ciò 
che occorre di conoscere intorno alla grandezza di un 
corpo, misurando un numero sufficiente di lunghezze, in 
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varie direzioni. È certo che anche la forma del corpo riu¬ 
scirebbe nota, quando si conoscessero tutte le lunghezze 
che vi si possono concepire misurale ; ma tuttavia la lun¬ 
ghezza non é per sé stessa un elemento della forma. Ciò 
che, dal nostro punto di vista attuale, sostiene, per ri¬ 
spetto alla forma, la stessa parte che la lunghezza, per ri¬ 
spetto alla grandezza dei corpi, ó l’ongolo. In altre parole, 
come diciamo che due corpi hanno la stessa grandezza, 
quando ad ogni linea, che si può descrivere in uno di 
essi, ne corrisponde una perfettamente eguale, che si può 
descrivere neH'allro, cosi diciamo che due corpi hanno la 
stessa forma, quando ad ogni angolo, che si può costruire 
sopra uno di essi, ne corrispondo uno perfettamente eguale, 
che si può costruire suH’altro. 

Come le lunghezze per mezzo di un regolo, o di un 
nastro, gli angoli si misurano col compasso; e si dice che 
due angoli sono eguali quando corrispondono ad una stessa 
apertura. Ciò posto, si vedrò, come nel caso precedente, 
che la proposizione, che una cosa può spostarsi senza 
«ambiare di forma, si riduce in sostanza a questa, che 
due angoli, i quali coincidono in un luogo, coincideranno 
anche in qualsiasi altro, comunque vi siano trasportati. 

§ 5. Il piano e la linea retta. 

Dobbiamo ora trattare di una superficie e di una linea 
particolare, che, in geometria, sostengono una parte im¬ 
portantissima: la superficie piana e la linea retta. 

La superficie piana si può definire come una superfìcie 
che in tutta la sua estensione, e da ambe le parti, presenta 
la stessa forma. Questa sua proprietà è messa in evidenza 
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dal metodo, che serve praticamente per formarla, il quale 
consiste nel prendere tre superfìcie e schiacciarle, finche 
combaciano, a due a due, l'una coll'altra, in tutta la Imo 
estensione (*). Infatti, distinguendo le tre superficie colle 
lettere A, B, C, perchè A combacia con B, lo spazio esterno 
ad A deve avere la stessa forma che lo spazio interno a 
B; e, analogamente, poiché B combacia con C, lo spazio 
interno a B deve avere la stessa forma che lo spazio 
esterno a G. Segue da ciò che lo spazio esterno ad A e 
lo spazio esterno a C devono avere la stessa forma. Ma 
poiché, applicando A a C, le due superficie combaciano 
l'una coll’altra, lo spazio esterno a G deve avere la stessa 
forma che lo spazio interno ad A. Per conseguenza, lo 
spazio interno ad A, e lo spazio esterno avranno la stessa 
forma ; e concludiamo che, se tre superficie si schiacciano 
insieme, in modo che, a due a due, combacino l'una col¬ 
l'altra, ognuna di esse diventa una superficie che, da en¬ 
trambe le parli, presenta la stessa forma. Ciò vuol dire 
che, preso un corpo parzialmente limitato da una super¬ 
ficie piana, potremo farlo scivolare sopra una superficie 
della stessa natura, e vi resterà sempre aderente: che, 
se lo faremo girare dall'altra parto della superficie, vi si 
adatterà da questa parte, come dall'altra. Questa proprietà 
si enuncia talvolta con termini più tecnici, dicendo che il 


(•) Cosi, il fabbro, per formare una lamina piano, la botte sull in¬ 
cudine, ilnché la faccia del martello, e quella dell'incudine, che 
combaciano l'una coll'altra, combaciano anche colla lamino. Gio¬ 
verà osservare che queste superficie si potranno Immaginare estese 
a piacere, senza cambiare sostanzialmente l'esperimento. 

Nota del Traduttore. 
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piano è una superfìcie che divide lo spazio in due regioni 
congruenti. 

La linea retta si può definire, in modo analogo, come 
una linea che divide una superfìcie piana in due parti, le. 
quali, per quanto dipende da essa (*), hanno la stessa 
forma; ossia, ciò che torna lo stesso, come una linea che 
presenta la stessa forma in tutta la sua estensione, e da 
ambe le parti. 

Un corpo potrà presentare due superficie piane, vale a 
dire, due parli di esso potranno essere limitate, 1* una da 
un piano, e l’altra da un altro. Se queste due superficie 
piane avranno uno spigolo comune, questo spigolo, chia¬ 
malo lo loro intersezione, sarà una linea retto. Perciò la 
linea retto, se si vuole, si può anche definire come l’in¬ 
tersezione di due piani. 

È ben inteso che, quando parte della superficie d'un 
corpo è piana, il piano si potrà concepire esteso oltre il 
corpo, in tutte le direzioni possibili. Per esempio, una ta¬ 
vola termina superiormente con una superficie piana e 
orizzontale; e ognun capisce che cosa vuol diro un punto 
qualunque della camera più alto, o più basso, di questa 
superficie. Orbene, i punti più alti sono divisi dai punti 
più bassi da una superficie ideale, che si concepisce come 
una continuazione della superficie piana della tavola. Per¬ 
ciò si potrà parlare dell’intersezione di due superficie 
piane di un corpo, siano esse o no parti adjacenti della 
superficie complessiva del corpo, e si potrà sempre im- 


O Ville o dire, folto ostro/.lone dot resto del contorno delle due 
Torti, die si può linmoginnre preso od nrhltrlo 

Nota del Traduttore. 

Clifford. n 
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maginare che s* incontrino l’una coll'altra, e che si pro¬ 
lunghino oltre lo spigolo, secondo il quale . ~te.no. 

Leibniz, che diede poi primo queste dofln.ztom del pteno 
e dello retto deltni la retta and» in un altro modo. In 
ce“!di cui due punti si .nantengono Basi, non « 
liberamente trasportare da un luogo ali olito, tu» P n 
rare Allora, cambieranno di posto tutti i punti di esso, ec- 
cetUiali quelli che si trovano sulla linea retta che conguinge 
i due punti fissi; e Leibniz, conformemente a ciò, de 
linea retta come il complesso dei punti di un corpo, che non 
si spostano, quando il corpo gira intorno a due punì. fis. . 
Supponendo che il corpo abbia una faccia puma passante 
per questi punti, si ricadrà sulla precedente definitone, se¬ 
condo la quale la linea retta è Hnlersezione d. due piani. 

È appena necessario di mostrare come le due prece¬ 
denti definizioni che si possono dare del pian, siano fra 

loro equivalenti: vale a dire, come due superfìcie, cl 

hanno, in tutta la loro estensione, e da ambe le par i, 
stessa forma, devono avere per intersezione una linea 
egualmente della stessa forma, in tutta la sua estensione 
e da ambe le parli. Difalli, se s immagina che una 
l'altra delle due superficie scivoli sopra sè stessa, poiché 
presenta in tutta la sua estensione la stessa torma, < o- 
vunquo vi era prima una parte di essa, ve ne sera una 
parte, quantunque diversa dalla precedente, anche dopo 
e perciù la superficie, come un tutto, occuperà sempre la 
stessa posizione. Quindi la linea d'intersezione delle due 
superficie, scivolando lungo sè stessa, occuperà sem 
complessivamente la stessa posizione, sebbene camb 
parte della linea che occupa una posizione determinala, 
e da ciò apparisce che la linea medesima deve avere la 








slessa forma in tutta la sua estensione. Per la stesso ra¬ 
gione, la posizione complessivamente occupata dalle du f ‘ 
superficie resterà sempre la stessa, capovolgendole e fa¬ 
cendole girare in modo che si scambiino di posto la parie 
superiore e l’inferiore, la destra e la sinistra. Ora, ci > 
torna a invertire, capo per capo, la linea d’intersezione; 
e poiché la linea medesima riprende la posizione di prima, 
lo sua forma dev’essere la stessa da ambe le parli. 

Dalla primn definizione, apparisce che due linee rette 
non possono coincidere per un certo tratto, e poi diver¬ 
gere l'una dall'altra. Difatli, poiché la linea reità divide il 
piano in due parli di egunl formo, staccandone uno, e ap¬ 
plicandola capovolta all'altra, essa vi si dovrà adattare 
esattamente. Oro, è evidente che, nel caso supposto, se 
ciò si verifica per una delle due rette, non potrà verifi¬ 
carsi anche per l’altra; perché, o si leverà un pezzo di 
più che nel caso della prima retta, per coprire una parte 
contenente un pezzo di meno, o si leverà un pezzo di 
meno, per coprire una parte contenente un pezzo di piu. 

§ G. Proprietà dei triangoli. 

Oro possiamo ridurre la nostra prima osservazione sullo 
spazio, che un corpo vi si può trasportare, senza che 
cainbii per questo la sua grandezza e la sua forma, a ter¬ 
mini più precisi. Supponiamo che una faccia del corpo 
considerato sia un triangolo , cioè un pezzo di piano limi¬ 
tato da tre linee rette. Questo triangolo si potrà traspor¬ 
tare da una posizione ad un’altra qualsivoglia,senza che 
cambii la lunghezza dei suoi lati, o che si alterino i su i 
angoli; ossia, enunciando la proposizione sotto altra forma, 
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descritto un triangolo qualsiasi, se ne potrà descrivere un 
altro della stessa grandezza, e della stessa forma, in 
qualunque parte dello spazio. 

Segue da ciò che due triangoli, i quali hanno un lato, 
o i due angoli posti agli estremi di esso rispettivamente 
eguali, non sono altro che uno stesso triangolo in due 
diverse posizioni: cioè hanno la stessa grandezza, e la 
stessa forma. Difatti, prendendo il primo triangolo, e so¬ 
vrapponendolo all'altro, in modo che i due lati eguali coin¬ 
cidano, siccome gli angoli posti agli estremi dell'uno sono 
rispettivamente eguali agli angoli posti agli estremi del¬ 
l'altro, gli altri due lati del primo triangolo in principio 
dovranno coincidere cogli altri due lati del secondo. Ma 
abbiamo veduto che due linee rette non possono coinci¬ 
dere per un tratto, per breve che sia, e poi divergere 
1* una dall' altra ; e per conseguenza questi lati coincide¬ 
ranno per tutta la loro lunghezza, e i due triangoli si 
adatteranno esattamente l’uno all' altro. 

La nostra seconda osservazione, che vi possono essere 
corpi della stessa forma, e nondimeno di diversa gran¬ 
dezza, si può rendere parimente piu precisa, applicandola 
al caso dei triangoli. Essa insegna che ogni triangolo si 
potrà ingrandire, o impiccolire, in una misura qualsivoglia, 
senza alternarne gli angoli : ossia che, descritto un trian¬ 
golo, se ne potrà descrivere un altro avente gli stessi 
angoli, di qualunque grandezza, e in qualunque parte dello 
spazio. 

Da questa proposizione si deducono duo imporlanlissime 
conseguenze : l'una, che due linee rette non si possono 
segare in più di un punto; l'allra, che, se si possono de¬ 
scrivere, in uno stesso piano, due rette che non si segano, 
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gli angoli formali da esse con una terza retta, posta nel 
medesimo piano, che le incontra, saranno eguali. 

Per dimostrare la prima, siano ab e ac (fìg. 18) duo 
rette che s’incontrano in a. Descriviamo una terza retta 
bc, che le incontri entrambe; le tre rette formeranno un 
triangolo. Allora, se immaginiamo che un punto p scorrn 
lungo la retta ab, in virtù della seconda osservazione, da 
<|uesto punto si dovrà sempre poter descrivere una retta 
che incontri ac in q, in modo da formare il triangolo apq, 
della stessa forma di abc. Ora, se la linea ac incontrasse 


c 



Flg. 18 . 

ab in qualche altro punto, d, oltre che in a, per questo 
punto non si potrebbe descrivere una retta, in modo da 
formare con ac e ab un triangolo qualsiasi. Perciò un 
punto come d non può esistere; e due rette, una volta 
che si sono incontrate, andranno sempre più divergendo 
l'una dall'altra, nè potranno incontrarsi ancora, come vo¬ 
levamo dimostrare (*). 


C) Questa proprietà si può anche dedurre dalla primo definizione 
di llneu retto, col metodo precedentemente adoperato, per dimo¬ 
strare che duo linee rette non possono coincidere per un trullo 
della loro lunghezza, e poi divergere. 

Osfereailone del Traduttore. Valendosi di questo metodo, osser¬ 
veremo che, supposto che due rette s'incontrino in due punii a. u, 
se s'immuginn di tagliare il piano secondo l’una o l'altra rettu, e, 
levatane una parte, di capovolgerla, e adagiarla sull'altro, facendo 
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Per dimostrare la seconda proposizione, supponiamo che 
le rette ac e no (fig. 19) giacciano in un piano, e, per 
iiuanto si concepiscano prolungate, non s'incontrino (nel 

coincidere nel due orli i punti a e n, non potrò dorsi che, in en¬ 
trambi I casi, le due porti si adottino esattamente l'ima all'altra, 
come vuole In definizione di linea retta (png. sii). Infoili, la parte 
levalo, in un coso, conterrò di più, o di meno, che nell'altro caso II 
pozzo di piano limitalo dai tratti delle due rette compresi Tra i punti 
a e b, e si adagierò sopra una parte, che conterrò questo pezzo ri¬ 
spettivamente di meno o di più che nel primo cuso. 

È importante di notare che con questo dlmostruzione non si fa 
uso del secondo postulato; ma si riconoscerò facilmente che esso 
cadrebbe in difetto, quando si supponesse clic la retta fosse una 
linea rientrante, nel qual caso i tratti delle due rette considerate 
compresi fra i punti a e n limiterebbero due pezzi complementari 
del piano; il lettore potrà convincersi di ciò, ripetendo il ragiona¬ 
mento, nell’Ipotesi che la superfìcie considerata, anzi che un piano, 
sia quella di una sfera. Perciò la dimostrazione precedente regge, 
ammettendo che un punto, il quale scorra lungo una retta, cammi¬ 
nando sempre nello stesso verso, non ritorni mal alla stessa posi¬ 
zione, ossia che la retto é una linea infinita, e, per conseguenza, 
che il piano è una superfìcie infinita, e che lo spazio è infinito. La 
proposizione che due rette non possono incontrarsi In più di un 
punto, senza coincidere , è quindi una conseguenza della nostra 
prima ipotesi, clic le figure si possono trasportare nello spazio, 
senza alterarsi, e dell'ipotesi die lo spazio sia infinito, donde segue 
evidentemente che la superficie piana, e la linea retta saranno in¬ 
finite. 

Lo dimostrazione del testo mostra che dalle nostre due ipotesi 
fondamentali segue che la retta è una linea infinita, e quindi che 
lo spazio è Infinito. Ma, dalla prima ipotesi, e da quella che lo spazio 
sia infinito non segue reciprocomente lo proposizione che vi pos¬ 
sono essere corpi della stessa forma, e di grandezza comunque 
diversa, che costituisce la nostra seconda ipotesi fondamentale. 
Quindi una geometria fondata su quelle due ipotesi converrò ad uno 
spazio, del quale il nostro rappresenta un cuso particolare. 
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qual caso le diremo parallele), mentre la retta ab le in¬ 
contra ambedue. 



Fife'. 19. 


Facendo scorrere un punto p, lungo ab, da b verso a, e 
descrivendo per esso, in ogni sua posizione, una retta, la 
quale formi con ba lo stesso angolo che forma bd, la retta 
mobile non potrà incontrare ac, senza coincidere esatta¬ 
mente con essa. Difatti, ammesso, per un momento, che 
possa darsi il contrario, supponiamo che ciò avvenga, 
quando la retta mobile occupa la posiziono pq. In tal caso, 
si potrà descrivere per b uno retta, la quale formi con 
ab e ac un triangolo della stessa forma del triangolo apq 
Ma perciò la retta descritta per b dovrà formare con ab 
lo stesso angolo che colla retta medesima forma pq; cioè 
dovrà essere la retta bd. Ora, le tre rette bd, ba e ac non 
possono formare un triangolo, perchò, per supposto, bd e 
ac non s’incontrano mai. Per conseguenza un triangolo 
come apq non vi può essere; ossia la retta pq non potrà 
incontrare ac, senza coincidere con essa. D’altra parte, 
questa retta, in ogni sua posizione, forma con ba lo stesso 
angolo che con essa forma bc. Quindi, poiché, in una certa 
posizione, coincide con ac, ac deve formare con ba lo 
stesso angolo che con essa forma bc, ciò che volevamo 
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dimostrare. Questa è la famosa proposizione delle paral¬ 
lele (*). 


C) Due rette, che si tagliano, formano nel punto d’intersezione 
quattro angoli, a due a due eguali fra loro. Quindi, esse formano 
l'uno coll'altra due angoli diversi, e capita spesso di doverli distin¬ 
guere. Ciò si ottiene, intendendo che ab rappresenti la retta condotta 



da a a ii, c ha invece la retta condotta da b ad a, per modo che bod 
sarà l'angolo compreso fra ab e co (i), e doa, l'angolo compreso fra 
ba e co (li). 

Cosi, l'angolo formato da ac con ba, di cui si trotta nel testo, non 
e l’angolo cab (generalmente diverso da uba, come chiaramente si 
vedo), ma cab, rappresentando con e un punto del prolungamento di 
ba oltre a. 

Nota dell'Autore. 


Ammessa la nostra prima ipotesi fondamentale, e supposto lo 
spazio infinito, per modo che due rette distinte non possano incon¬ 
trarsi in più di un punto (png. 88. Nota), data una retta, e preso un 
punto fuori di essa, se per questo punto si descriverò una seconda 
retta, posta nello stesso piano della dato, c tale che una terza retta, 
che le incontri ambedue, formi con esse angoli eguali, nel senso oro 
definito, questa retta non potrò incontrare la data. Difatti, per l’e- 
euaglianza degli angoli alterni-intemi, che in tal caso chiaramente 
si verifica, il pezzo di piano compreso fra la trasversale, e le parti 
delle due rette che giacciono da una banda di essa, levato e capo¬ 
volto, si potrò adattare esattamente al pezzo analogo, compreso 
dalla trasversale, e dai prolungamenti delle due rette: per modo 
che.se le due rette si incontrassero da unn parte della trasversale, 
dovrebbero incontrarsi anche dall'altra. Ma non segue dagli stessi 
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Dalla prima di queste due proposizioni si deduce che 
due triangoli, i quali hanno rispettivamente eguali un an¬ 
golo, e i due lati che lo comprendono, sono eguali. Di¬ 
fatti, prendendo uno dei due triangoli, e adagiandolo 
sull'altro, in modo che gli angoli eguali coincidano, o 
i lati eguali si trovino dalla stessa porte di essi, i loti 
che li contengono in principio dovranno coincidere, e 
perciò non potranno in seguilo divergere. Ora, siccome 
essi hanno in entrambi i triangoli la stessa lunghezza, 
le estremità di quelli che appartengono ad un triangolo 
cadranno sullo estremità di quelli che appartengono al¬ 
l’altro; quindi i due lati rimanenti dei due triangoli avranno 
gli estremi comuni; e, per conseguenza, dovranno coin- 


postulati la proposizione reciproca; e perciò la retta In tal modo 
definita non sarà necessariamente In solo, die si potrò descrivere 
pel punto considerato, nel plano della retta dnta, in modo che non 
possa incontrarla. 

I.a proposizione reciproca, per quanto abbiamo veduto, si veri¬ 
fica, ammettendo il postulato più particolare (pug. 87) elio vi pos¬ 
sano essere figure della stessa forma, e di grandezza comunque di¬ 
versa. Quindi, dai nostri due postulati fondamentali segue che, data 
una retta, e un punto fuori di esso, per questo punto si potrà de¬ 
scrivere una retta, ed una solo, posta nello stesso piano della data, 
la quale non potrà incontrarla. È in questa forma che 11 teorema 
delle parallele suol essere enuncialo. 

La stessa proposizione si può enunciare anche sotto un'altra forma, 
dicendo che: se una retta, cadendo sopra due altre, forma gli an¬ 
goli Interni da una medesima parte la cui somma sia minore di due 
retti, quelle due, prolungate ila questa parte, s'incontreranno. Que¬ 
sto è il celebre postulato d'Euclide. 

Cosi la geometria fondata sui nostri postulati è quella di Euclide; 
e lo spazio al quale essa si applica è il cosi detto spazio euclideo. 


Nota del Traduttore. 
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cidere, perchè diversamente due rette s'incontrerebbero 
in più di un punto. Cosi, un triangolo coprirà esattamente 
l’altro; ossia i due triangoli saranno eguali sotto ogni 
rapporto. 

In modo analogo possiamo verificare che, se due trian¬ 
goli hanno rispettivamente due angoli eguali, la loro forma 
è la stessa. Difatti, preso uno di essi, si potrà ingrandirlo, 
o impiccolirlo, finché il lato che congiunge questi due 
angoli diventa eguale a quello che congiunge i due an¬ 
goli corrispondenti dell'altro, senza alterarne per questo 
la forma; e perciò basterà dimostrare che la forma del 
triangolo cosi ottenuto sarà eguale a quella del secondo 
dei due triangoli dati. Ora, confrontando questi due trian¬ 
goli, si vede che avranno due lati eguali, per costruzione, 
e gli angoli posti agli estremi di essi rispettivamente eguali, 
perchè sono eguali per supposto nei due triangoli primi¬ 
tivi, e si varia la grandezza d'uno di essi, senza alterarne 
gli angoli. Perciò si ricade sopra un caso precedente- 
mente considerato, nel quale fu dimostrato che gli angoli 
rimanenti saranno parimente eguali, e concludiamo quindi 
che i due triangoli avranno la stessa forma. 

Applicando queste proposizioni ad un solo triangolo, in 
vece che a due, troviamo che, se due de’ suoi lati sono 
eguali, saranno eguali anche gli angoli opposti ad essi ; 
e, reciprocamente, che se due angoli sono eguali, anche 
i lati ad essi opposti saranno fra loro eguali. Difatli, in 
ambedue i casi, il triangolo, capovolto, si potrà adattare 
esattamente alla sua primitiva posizione. Un triangolo di 
questa specie si chiama isoscele. 

Dal teorema delle parallele, che abbiamo dedotto dal 
nostro secondo postulato sullo spazio, si ricava assai fa- 
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cilmente il teorema importantissimo, che i tre angoli di 
un triangolo, presi insieme, formano due angoli retti. 

Difatti, se pel vertice a di un triangolo abc (fig. 20) si 
descrive la retta dae, che forma col lato ac lo stesso 


e ad 



b c 

Fig. 20. 


angolo che, col medesimo lato, forma bc, questa retta, 
per quanto si è precedentemente dimostrato, non potrà 
incontrare bc, cioè sarà ad essa parallela. Per conseguenza, 
essa farà con ab lo stesso angolo che con esso forma 
bc (*); e da ciò si conchiude che i tre angoli abc, bac e 
bca sono rispettivamente eguali agli angoli eab, bac, e 
cad, i quali, presi insieme, formano due retti. 

Questa proposizione si può anche enunciare in un'altra 
forma. 

Prolungando i lati di un triangolo, si formano i cosi 
detti angoli esterni. Cosi, prolungando il lato bc dal trian¬ 
golo abc (fig. 21), oltre c, fino in d, si forma l'angolo 
esterno acd del triangolo considerato; e i tre angoli in- 


A 



terni, acb, cab e abc, si dicono, il primo, acljaeente, e gli 
C) Si rammenti la convenzione della nota a pag. SS. 
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altri due, opposti all'angolo medesimo. È chiaro che, sic¬ 
come ogni lato si può prolungare in due sensi, ogni trian¬ 
golo presenta sei angoli esterni. 

Ciò premesso, l'altra forma, che si può dare alla nostra 
proposizione, ó che ogni angolo esterno di un triangolo 
é eguale alla somma dei due angoli interni opposti. Difalti, 
apparisce dalla figura che l’angolo esterno acd, preso 
insieme con acb, forma due retti: e, per conseguenza, 
dev' essere eguale alla somma dei due angoli, cba e cab, 
che formano egualmente due angoli retti, presi insieme 
collo stesso angolo acb. 

§ 7. Proprietà dei circoli ; circoli e triangoli corrispon¬ 
denti. 

Di questa proposizione ci varremo per dimostrare una 
importante proprietà del circolo, e cioè, che, se si pren¬ 
dono duo punti sulla circonferenza di un circolo, e si 
congiungono con un terzo punto di essa, l’angolo formato 
dalle due rette congiungenti dipenderà dai primi due punti, 
e non dal terzo. Si congiungano i due punti a, b (fig. 22) 
con c; dimostreremo che, dovunque sia posto c, sulla 
circonferenza, l’angolo acb sarà sempre metà di aob, es¬ 
sendo o il centro del circolo. 

La retta co, prolungata, incontri la circonferenza in d. 
Allora, poiché il triangolo oac è isoscele, gli angoli oac 
e oca sono eguali, e, per la stessa ragione, sono eguali 
gli angoli obc e ocb. 

Ma, per ciò che fu testé dimostrato, 1' angolo esterno 
aod ò eguale alla somma degli angoli oac e oca: e, poiché 
questi due angoli sono eguali, esso dev’essere il doppio 
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di ciascuno, per esempio, di oca. Analogamente, l’angolo 
bod è doppio di ocb, e, per conseguenza, aob è doppio 

di ACB. 

Difatli, aob, nel caso della prima figura (i), é la somma, 
e in quello della seconda figura (ii). la differenza di due 
angoli, ciascuno dei quali é doppio di uno dei duo angoli 
di cui, negli stessi casi, acb è la somma o la differenza. 




Fig. 2». 


Poiché acb è sempre metà di aob, dovunque sia posto 
il punto c della circonferenza, in quello dei due seg¬ 
menti in cui la retta ab divide il circolo, che si trova al 
disopra, si vede che la grandezza di questo angolo non 
dipende che dalla posizione di a e b, e punto da quella 
di c. Ma vediamo che cosa succede, se c cade nel seg¬ 
mento inferiore del circolo. Come prima, i triangoli oac 
e obc (fig. 23) sono isosceli, e gli angoli doa e dob sono 
rispettivamente doppii di oca e ocb. Per conseguenza, 
l’angolo complessivo aob, che si forma facendo rotare oa 
intorno ad o, finché prende la posizione on, attraverso la 
posizione od (cioè nel senso in cui girano gl'indici dell'o¬ 
rologio), è doppio di acb. 
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il senso comune nelle scienze esatte. 


Per le nostre precedenti conclusioni, 1 angolo adb, for¬ 
mato congiungendo a e n con d, è metà dell angolo aob, 
che si genera facendo rotare on verso oa, nel senso in 
cui girano gl'indici dell'orologio. La somma di questi due 
angoli, che noi abbiamo indicato entrambi con aob, rap¬ 
presenta una completa rotazione intorno al punto o, e 
perciò ò quattro angoli retti. Quindi la somma di adb e acb, 



Vie- 23. 


che sono rispettivamente la metà dei precedenti, ò due 
angoli retti. In altre parole, gli angoli opposti di un qua¬ 
drilatero i cui vertici si trovano sulla circonferenza di un 
circolo, presi insieme, formano due retti. 

Supponendo che il punto c cada piuttosto nell'uno che 
nell’altro dei due segmenti in cui la retta ab divide il cir¬ 
colo, sembra che si arrivi a due proposizioni diverse ; ma 
esse ne rappresentano sostanzialmente una sola, e si pos¬ 
sono comprendere in un solo enunciato. Se, nell' ultima 
figura, si prolunga ac fino in e, gli angoli acb e bce for¬ 
mano due retti, e, per conseguenza, bce è eguale a adb. 
Ora bce è l'angolo di cui si deve far rotare cu, nel senso 
in cui girano gl'indici dell'orologio, perchè la sua direzione 
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coincida con quella di ac; e questa stessa definizione si 
applica egualmente all'angolo Acn, nel caso della flg. 22, 
vale a dire nel caso che c cada nel segmento superiore; 
per modo che il teorema in discorso si può enunciare 
cosi: Se a e n sono due punti fissi della circonferenza 
di un circolo, e c un terzo punto di essa, l’angolo di cui 
deve rotare cb, nel senso in cui girano gl'indici dell’oro¬ 
logio, per coincidere con ca, o ac, secondo il caso, ó 
eguale a metà dell'angolo di cui deve rolare ob, nel me¬ 
desimo senso, per coincidere con oa. 

Di ciò vogliamo valerci, per dimostrare un'altra propo¬ 
sizione interessante. Presi tre punti d, e, f (fig. 24) sui 



Fig. 94. 


lati di un triangolo abc, d sopra bc, e sopra ca, e f sopra 
ab, si potranno descrivere tre circoli passanti rispettiva¬ 
mente per afe, bdf, ced. Ora, si può dimostrare che 
questi tre circoli s'incontreranno in uno stesso punto, o. 
Difalti, o rappresenti, in primo luogo, l'intersezione dei 
due circoli afe e bfd; allora, gli angoli fae e foe for¬ 
meranno due retti, e cosi gli angoli dof e dbf. Ora i tre 
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angoli, che stanno intorno a o fanno quattro retti, e quelli 
del triangolo abc ne fanno due; ma vediamo che, di questi 
sei angoli, due paja fanno ciascuno due retti ; quindi, il 
rimanente pnjo, cioè gli angoli doe e dce, faranno pure 
due retti. Apparisce da ciò che il circolo che passa pei 
punti c, e, d, passerà per o, e concludiamo che i tre cir¬ 
coli s* incontrano in uno stesso punto. 

La posizione dei punti dkf non è soggetta ad alcuna 
restrizione (*); essi potranno prendersi cosi sui lati del 



triangolo, come sui loro prolungamenti. In particolare, 

(*) Se qualcuno dei punti d, e, f si prenderà sul prolungamento di 
un loto, lo precedente dimostrazione non si potrà opplienre alla 
lettera anche a questo coso, ma le necessarie modificazioni sono 
lievi ed ovvie. 
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possiamo supporre elio giacciano sopra una quarta linea 
def, e allora abbiamo questo teorema: Prese quattro rette 
qualunque (fig. 25), uno delle quali incontra il triangolo 
abc, formato dalle altre, nei punti d, e, f, i circoli che 
passano pei punti afe, bdf, cde, s’incontrano in un punto. 

Ora, nulla impedisce di considerare afe come il trian¬ 
golo formato da tre rette e ncn come la quarta retta che 
ne sega i lati, di cui si tratta nella proposizione testé 
enunciala. Perciò segue dalla stessa proposizione che i 
circoli passanti por abc, ecd, fbd, s’ incontreranno in un 
punto. Questo dev’essere lo stesso punto di prima, perché 
due circoli sono ancora gli stessi ; concludiamo quindi 
che tulli quattro i circoli s'incontreranno in uno stesso 
punto, ed enunciamo la seguente proposizione: 

Date quattro rette, prendendone tre per volta, si po¬ 
tranno formare con esse quattro triangoli; i circoli circo- 
scritti a questi quattro triangoli s'incontrano in un punto. 

Questa proposizione é la terza di un’ intera serie. 

Due linee rette determinano un punto: il loro punto 
d'intersezione. 

Tre linee retto danno luogo a tre punti d’intersezione, 
o queste tre punti determinano un circolo : il circolo cir¬ 
coscritto al triangolo formato delle tre rette. 

Quattro linee rette determinano, lasciandone fuori una 
per volto, quattro gruppi di tre; e i quattro circoli corri¬ 
spondenti a questi gruppi s’incontrano in un punto. 

Analogamente, cinque rette determinano cinque gruppi 
di quattro, ciascuno dei quali, per la precedente proposi¬ 
zione, de origine ad un punto. Ora fu dimostrato da Miquel 
che questi cinque punti giacciono sopra uno stesso cir¬ 
colo. 


Clifford. 


7 
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Si dimostra (*) che questa serie di termini è illimitata. 
Sei retto, lasciandone fuori una per volta, determinano sei 
gruppi di cinque, a ciascuno dei quali, pel teorema di Mi- 
quel, corrisponde un circolo. Questi sei circoli s incontrano 
in un punto, e via discorrendo. Un numero pori (2 n) di 
rette determina un punto, come intersezione di un egual 
numero di circoli. Prendendo una retta di più, il numero 
dispari 2n + 1 determina altrettanti gruppi di 2n rette, 
a ciascuno dei quali corrisponde un punto; ora, questi 
2n + 1 punto giacciono sopra uno stesso circolo. 

§ 8. Le sezioni coniche. 

L’ombra, che un circolo, posto fra un punto luminoso, 
o una superfìcie piana, getta su questa superficie, può 
presentare, a seconda del caso, tre forme diverse. Corri¬ 
spondono a queste forme tre diverse specie di curve, celebri 
nella storia della matematica, le quali, in geometria, e nelle 
sue applicazioni, sostengono una porte della più grande 
importanza. Le linee che abbiamo finora considerato, cioè 
la retto, e il circolo, sono casi speciali di queste curve; ed 
ora gioverà indagare alcune proprietà dei tipi più generali. 

Tenendo un disco circolare, in qualsivoglia posizione, 
lutto quanto al di sotto della fiamma di un lume, e ri¬ 
cevendone l'ombra sulla tavola, quest’ ombra prese iterà 
una forma ovale, eccetto che in due casi estremi, nell'uno 
dei quali sarà un circolo, mentre nell'altro sarà una retta. 
11 primo caso si verificherà, tenendo il disco parallelo alla 

(•) Lo dimostrazione fu dota dotto stesso Clifford neWOitford, Coni- 
bridge and Oublin Messenger of Mathematlcs, voi. V, pog.1*4. Ve- 
donsi i suoi Mathematical Papere, pog. 51-51. 
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tavola; il secondo, presentandolo alla fiamma per 1 orlo, 
ossia tenendolo in modo che il piano in cui giace passi 
pel punto luminoso. II contorno ovale, che, eccettuali questi 
due casi, presenta l'ombra in discorso, è un’eWsse (i). Curve 
di questo tipo sono le trajeltorie descritto dai pianeti in¬ 
torno al solo. 

Tenendo invece lo stesso disco in modo che il suo punto 
più elevato giunga a livello della fiamma, 1 ombra presen¬ 
terà, come prima, un'estremità ovale, verso il lume; ma 
i suoi due loti, invece di riunirsi, per formare una seconda 
estremità ovale, andranno sempre più scostandosi, ten¬ 
dendo tuttavia a diventare sempre più sensibilmente pa¬ 
ralleli. Il contorno dell'ombra, in questo caso, è una 
parabola (ii). Le orbile di molte comete, e la trnjettoria 
descritta da un sasso lanciato obliquamente in olio, pre¬ 
sentano assai prossimamente questa forma; e questa tra- 




\ 




F.gr. SO. 


jetloria sarebbe esattamente una parabola, se il moto del 
sasso non fosse ritardalo dairatmosfera. 
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Finnlmente, lenendo il disco circolare ancora più in allo, 
per modo che un piano orizzontale a livello della fiamma 
lo divida in due parli, soltanto una parlo getterà ombra 
sulla tavola, e il contorno di essa sarà una curva della 
forma che rappresenta l'annessa figura, i cui due lati 
andranno scostandosi l'uno dall'altro in direzioni costan¬ 
temente diverse, e perciò non tenderanno, come nel caso 
della parabola, a diventare paralleli (iii). 

Ma se questa curva sarà tutta l'ombra del contorno per 
la fisica, non lo 6 parimenti per la geometria. 

Noi possiamo anche supporre che la curva in discorso 
si ottenga, congiungcndo il punto luminoso coi punti del 
i ontorno del disco, per mezzo di altrettante rette, e pro¬ 
lungando queste rette, fino ad incontrare la tavola. 

Questa costruzione puramente geometrica si può applicare 
anche alla parte del circolo superiore al livello della fiam¬ 
ma, sebbene essa non getti ombra sulla tavola. Congiun- 
g mdo questi punti del circolo colla fiamma, e prolungando 
dietro di esse le rette congiungenti, esse incontreranno la 
Invola dalla parte opposta del lume, e disegneranno una 
curva perfettamente eguale o similmente posta all'ombra 
fisica (iv), che potrà chiamarsi Vanti-ombra, o V ombra 
geometrica del circolo. 

Queste due curve, in geometria, vogliono essere consi¬ 
derati come due rami di una stessa curva; e la curva cosi 
f rinata si chiama iperbola. Duo rette poste nel piano dol- 
l'iperbola possiedono la proprietà clic la curva vi si ac¬ 
costa sempre più quanto più si allontana dal loro punto 
d'intersezione, senza mai incontrarle; e, per questa ragione, 
si chiamano asintoti, con termino derivalo dal greco, che 
significa « non coincidenti. » Esse sono parallele alle due 
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rette, che congiungono il punto luminoso coi due punti 
del circolo posti allo stesso livello. 

Abbiamo già avuto occasione di vedere come uno linea, 
movendosi, generi una superficie. Alla superficie generala 
da una retta, che si move passando sempre per un punto 
fisso, si dà il nome di cono ; e il punto fisso si chioma il 
cerlice del cono. Le tre curve, che abbiamo ora definito, si 
chiamano sezioni coniche, perchè si possono ottenere, se¬ 
gando un cono con un piano. 

Osserviamo che l'ombra del circolo, di cui ci siamo valsi 
per definirle, si forma realmente cosi. Difatti, è chiaro che 
tutte le rette che congiungono la fiamma coi singoli punti 
del contorno del disco circolare formano un cono, di cui 
la fiamma ó il vertice, o il circolo la base. Queste rette 
si devono concepire prolungate indefinitamente oltre la 
fiamma; e si otterrà cosi ciò che volgarmente si direbbe 
una coppia di coni riuniti pel vertice, e, con termine geo¬ 
metrico, si chiama una superficie conica a due falde. Oia, 

1 ombra del circolo è la seziono di questa superficie, falla 
dal piano della tavola; la falda su cui si trova il circolo 
fornisce l'ombra propriamente della: l'altra, supposto che 
il piano segante l'incontri, ciò che abbiamo chiamalo l'om¬ 
bra geometrica. 

Sulla considerazione dello ombro si fonda un metodo 
di ricerca, molto adoperato dai geometri, col quale si trae 
partito dalla circostanza, che certo proprietà geometriche 
sono necessariamente comuni ad una figura o alla sua 
ombro. Cosi, per esempio, se duo linee che si segano s'im¬ 
maginano tracciale sopra una lastra di vetro, posta la la¬ 
stra fra la fiamma d' un lume, e la tavola, le ombre da 
esse projettate sulla tavola si segheranno anch’esse. 
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L'ombra d’una retla ò sempre una retta. Difalti, i roggi 
luminosi mandali da una fiamma ai diversi punti di una 
retta giacciono evidentemente in un piano, il quale incon¬ 
tra quello della tavola secondo una certa retta; poiché 
questa inlerserzione ó l'ombra projeltata dalla retta sulla 
tavola, si vedo che essa è parimente una retta. 

Riunendo questa proposizione colla precedente, se ne 
deduce che una curva e la sua ombra saranno sempre 
segale da una retta in un c-gual numero di punti. 

Quindi, poiché una retta sega un circolo in due punti, 
o non lo sega, le ombre del circolo presenteranno la stessa 
proprietà: una retta, o non le segherà, o le segherà in 
due punti. 

Quando una retla tocca un circolo, i duo punti d'inter¬ 
sezione si fondono in uno solo. Per quanto precede, av¬ 
verrà lo stesso,quando una retta tocca un'ombra del circolo. 

Cosi pure, da un punto esterno si possono condurre due 
tangenti ad un circolo; quindi, da un punto esterno si po¬ 
tranno condurre due tangenti ad una qualsiasi dello tre 
curve poc'anzi definito. Invece, da un punto interno, non 
si può descrivere ad un circolo alcuna tangente; e perciò 
da un punto interno non si potrà descrivere alcuna tan¬ 
gente ad una sezione conica qualsivoglia. 

Questo metodo, mediante il quale le proprietà ili una 
curva si deducono da quelle di un'altra, di cui la curva con¬ 
siderata ò un'ombra, si chiama il metodo della projenone. 

La specie di proiezione di cui si fa maggiormente uso 
corrisponde all’ ipotesi che il punto luminoso si trovi ad 
una distanza, che si può immaginare superiore od ogni 
limite. Supponiamo, per esempio, che l'ombra di un cir¬ 
colo, tenuto obliquamente, sia prodotto da una stella, posta 
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al zenit, tanto lontano, da potersi considerare come a di¬ 
stanza infinita. Le rette che la congiungono coi diversi punti 
del circolo saranno tutte verticali; o perciò formeranno, 
non un cono, come nel caso generale, ma un cilindro. Per¬ 
ciò, questa specie di proiezione presenta parecchi vantaggi, 
fra cui si può citare come uno dei principali quello clic 
le ombre di due rette parallele sono rette egualmente pa¬ 
rallele: ciò che non si verifica generalmente, con una pro¬ 
iezione d'altra specie. L'ombra del circolo, nel nostro caso, 
è sempre un'ellisse; e varie proprietà molto importanti 
di questa curva si possono trovare, con questo metodo, 
deducendole da proprietà del circolo, che, in gran parte, 
per la simmetria della figura, si riconoscono a colpo d'oc¬ 
chio. 

Cosi, supposto che il nostro circolo sia tenuto verticale, 
è evidente, per la simmetria della figura, che il diametro 
verticale dividerà per metà tutte le rette orizzontali ter¬ 
minate alla periferia del circolo; ora, le tangenti al cir¬ 
colo nelle sue estremità saranno orizzontali; o perciò ogni 
diametro d'un circolo divide per metà lutto le cordo pa¬ 
rallele alle tangenti al circolo nelle sue estremità. Sup¬ 
posto che l'ombra di questa figura sia prodotta da una 
stella infinitamente lontana (che non dobbiamo più supporre, 
esattamente al zenit, perchè, in tal caso, l'ombra del cir¬ 
colo si ridurrebbe ad una retta), il punto di mezzo del¬ 
l'ombra d'ogni retta sarà l'ombra del punto di mezzo della 
retta; e noi vediamo cosi che, nell'ellisse, una retta, che 
congiunge i punti di contatto di duo tangenti parallele, 
divide per metà tutte le corde parallele alle tangenti me¬ 
desime. 

Ogni retta cosi definita si chiama, come nel caso de! 
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circolo, un diametro. Poiché l'ombra di ogni diametro del 
circolo è un diametro dell’ellisse, tutti i diametri dell’el¬ 
lisse passeranno per uno stesso punto, che sarà l’ombra 
del centro del circolo. Questa comune intersezione di tutti 
i diametri, come nel circolo, anche nell’ellisse, si chiama 
il centro. 

Per la stessa ragione della simmetria, il diametro oriz¬ 
zontale del nostro circolo dividerà per metà tutte le corde 
verticali; e perciò, se un diametro divide per metà le corde 
parallele ad un altro, questo divide per metà le cordo pa¬ 
rallele al primo. Ricorrendo alla projezione, riconosceremo 
subito che la stessa proposizione si applica all'ellisse. 

Due diametri che presentano questa relazione si dicono 
conjugati. Notiamo che, nel caso dell’ellisse, diversamente 
da quello del circolo, non saranno generalmente perpen¬ 
dicolari fra loro. 

Poiché l’ombra di un circolo prodotta da un punto in¬ 
finitamente lontano ó sempre un'ellisse, non potremo ot¬ 
tenere collo stesso metodo le proprietà dell'iperbola. Tut¬ 
tavia, si trova, valendosi di metodi opportuni, che quello 
proposizioni, che noi abbiamo dimostrato per l’ellisse, 
stanno anche per l’iperbola. 

Una notevole differenza, che presentano le due curve, 
ó questa, che il centro dell’ellisse ó interno alla curva, 
mentre quello dell'iperbola cade fuori di essa. Perciò, mentre 
tutte le rette condotte pel centro incontrano l'ellisse, sol¬ 
tanto alcune incontrano l’ipert>ola. In particolare, di ogni 
coppia di diametri conjugati dell'iperbola, uno incontra la 
curva, e l'altro no; ciò che non toglie però che ciascuno 
di essi divida per metà tutte le corde parallele all' altro. 
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§ 9. Sulle superficie del secondo ordine. 

Cosi, ci siamo, in primo luogo, occupati della più sem¬ 
plice delle linee, e della più semplice della superficie, la 
linea retto, e la superficie pinna; e abbiamo quindi tro¬ 
vato alcune proprietà di quattro diverse linee curve: il 
circolo, 1‘ ellisse, la parabola e 1* iperbole. Ora vogliamo 
considerare alcune superficie curve ; e, prima di tutte, la 
superficie analoga al circolo, cioè la sfera, definita, come 
il circolo, dalla proprietà che tulli i suoi punti si trovano 
alla stessa distanza dal centro. 

Il problema più importante, cbe presenta Io studio di 
una superficie, è forse la ricerca delle linee, secondo cui 
essa è incontrala da altro superficie: specialmente nell'i¬ 
potesi che questo siano piane. Ora, quando un piano sega 
una sfera, la sezione, come facilmente si può dimostrare, ó 
un circolo. Supposto che il piano si mova, in modo che 
la sua distanza dal centro vada sempre crescendo, questo 
circolo diventerà sempre più piccolo, finché si ridurrà ad 
un punto. In tal caso, si dice che il piano tocca la sfera ; e si 
presenta il fatto, ovvio finché si vuole, ma importante, che 
la sfera si trova tutta da una stessa parte del piano. Se¬ 
guitando a muovere il piano, per poco che cresca ancora 
la sua distanza dal centro, esso cesserà completamento 
dall' incontrare la sfera. 

Preso un punto fuori d'una sfera, si possono condurre 
infiniti piani, che passano per quel punto, e toccano la 
sfera ; i punti di contatto giacciono sopra un circolo. Per¬ 
ciò si potrà descrivere un cono, che abbia lo stesso punto 
per vertice, e tocchi la sfera secondo quel circolo. Esso 
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si chiama il cono tangente del punto. È chiaro che un 
cono tangente non si potrà descrivere parimente da un 
punto interno. 

Proprietà affatto simili presentano certe altre superficie, 
che, come la sfera, non possono essere incontrate da una 
retta in più di due punti, e si chiamano, per questa ra¬ 
gione, superficie del secondo ordine. 

Nello stesso modo che si può immaginare di dedurre 
l'ellisse da un circolo, stirandolo in una certa direzione, 
da una sfera si può ricavare uno sferoide, stirandola, op¬ 
pure schiacciandolo, in modo da formare qualcosa di si¬ 
mile ad un uovo, nel primo caso, e, nel secondo, ad un'a¬ 
rancia. Queste due specie di superficie sono ambedue 
simmetriche per rispetto od uno dei loro diametri, ma 
non cosi per rispetto a tutti. Se lo sferoide presenta la 
figura d’un'arancia, ossia quella della terra, il diametro 
terminato ai duo poli ò più breve di quelli che giacciono 
nel piano dell'equatore, e questi sono lutti fra loro eguali. 
Invece, se presenta la figura d’un uovo, i diametri che 
giacciono nel piano dell'equatore sono lutti fra loro eguali, 
come nel caso precedente, ma quello che termina ai due 
poli è più lungo di tutti. 

Preso l’uovo, o l’arancia, se il circolo, che ne forma 
l'equatore, si ridurrà un' ellisse, stirandolo in un senso, e 
schiacciandolo nell' altro, per modo da ottenere una su¬ 
perficie con tre diametri perpendicolari fra loro lutti di 
diversa lunghezza, questa superficie sarà ciò che si chiama 
un ellissoide. L’ellissoide, nella geometria della superficie, 
sostiene la stessa parte, che l'ellisso, in quella delle curve. 
Come le sezioni della sfera fatte con un piano sono cir¬ 
coli, quelle dell’ellissoide sono ellissi. Veramente, il piano 








SPAZIO. 


107 


si può condurre in modo che la sezione sia un circolo; 
ma il circolo vuol essere considerato come un caso par¬ 
ticolare dell'ellisse: cioò come un’ellisse i cui duo assi 
sono eguali. Cosi pure, come abbiamo veduto verificarsi 
per la sfera, per un punto esterno all’ellissoide si possono 
condurre infiniti piani che lo toccano; i punti di contatto, 
in questo caso, giacciono sopra un’ ellisse ; e si potrà de¬ 
scrivere un cono, che abbia lo stesso punto per vertice, 
e tocchi 1"ellissoide secondo questa ellisse. Finalmente, 
l’ellissoide ha comune colla sfera anche lo proprietà, che, 
quando è toccalo da un piano, giace lutto da una stessa 
parte di esso. 

Altre superficie presentano coll’ iperbola, e colla para¬ 



rla. 27. 


Lola, relazioni analoghe a quelle che la sfera presenta 
col circolo, e l’ellissoide, coll'ellisse. Ci occuperemo di una 
di esse, che possiede molte notevoli proprietà. 
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Prendiamo un cartoncino in forma di rombo, aucd 
(fìgr. 27), e tagliamolo secondo una diagonale, no, fino a 
metà della grossezza, per modo che i due triangoli, add, 
*.bd, in cui ó diviso da questa diagonale, possano girare 
intorno ad essa. Facciamo quindi lungo ognuno dei quattro 
lati un numero eguale di fori equidistanti; e congiungiamo 
a due a due i fori corrispondenti di ogni coppia di lati 
opposti, per mezzo di fili di seta paralleli agli altri due 
lati. Piegando il cartoncino intorno olla diagonale dd, e 
tendendo i fili, questi formeranno una rete, il cui aspetto, 
come apparisce dalla fig. 27, richiamerà una sella, o un 
valico di montagna (*). 

(•) Gioverà che II lettore si fabbrichi il modellino descritto dal 
lesto. Perciò, preparato il cartoncino, come insegna il testo, farà pas¬ 
sare per ogni coppia di fori corrispondenti un dio di seta di conve¬ 
niente lunghezza, e riunirà in un mazzo tutti I capi, che escono da 
ciascuna parte dell' incisione secondo cui il cartoncino si plegu. 
Presa ollora con una mono uno di questi due mazzi, e coll'altra lu 
Punto Posta dalla stessa parte dell' Incisione, tirerà la punta e II 
mazzo In direzioni opposte, finché il nodo dell'altro mazzo si ridurrà 
a contatto del cartoncino: per modo che, seguitando a tirare, l'ob¬ 
bligherà a piegarsi, mentre tutti I dii si manterranno distesi. 

A 'incelo modo, si potrà piegare il cartoncino, dnclié poco man¬ 
cherà che I due triangoli, in cui é diviso dall'Incisione, non si 
applichino l'uno all'altro. Ad ogni grado di piegamento corrispon¬ 
derà una superdcle della specie considerala di uno forma particolare, 
le cui sezioni principali saranno tonto piu incurvate, quanto più il 
cartoncino surà pleguto. Si otterrà cosi una famiglia di superdcie 
di quella specie; o, per meglio dire, si vedrà II piano formato du 
due serie di dii paralleli a due direzioni trasformarsi in una super 
fiele di quella specie, e questa superdcle deformarsi conUnuamente. 
finché si ridurrà di nuovo nd una dgurn plana, e cioè allo regione 
di un piano esterna ad uno certa parabola, a cui i dii dell'uno e 
dell'altro sistema saranno tutti tangenti. 

La superdcle in discorso si chiama paraboloide iperbolico. 

Nota del Traduttore. 
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La superficie rappresentala dalla rete è interamente 
composta «li linee rette; e queste formano due distinti si¬ 
stemi, che corrispondono alle due serie di fili, originaria¬ 
mente paralleli alle due coppie di loti del rombo. 

Segando la superficie con un piano passante per ac, e 
pel punto di mezzo di un, la sezione é una parabola colla 
concavità rivolta in alto. Segandola invece con un piano 
passante per bd, e pel punto di mezzo di ac, la sezione 
ò una parabola colla concavità rivolta in basso; e il ver¬ 
tice comune delle due parabole forma il punto culminante 
del valico. 

Il piano tangente in questo punto sega la superficie se¬ 
condo duo rette, o parte della superficie si trova al di 
sotto di esso, parte al di sopra. Esso può paragonarsi al 
piano orizzontale, che segna il livello della cima di un 
valico: del quale, se si attraversa il valico, si resta aldi 
sotto finché si sale da una parte, e si torna al di sotto, 
tosto che, superata la cima, si comincia a scendere dal- 
1’ altra : mentre, se si discende dalla montagna a destra, 
por salire nuovamente a sinistra, se no sta sempre al di 
sopra. Segando lo superficie con un piano orizzontale su¬ 
periore per poco elio sia a questo piano tangente, la se¬ 
ziono ò un' iperbole, i cui asintoti sono paralleli alle due 
retto, che formano la suo intersezione colla superficie. 
Un'iperbole cogli asintoti paralleli a queste due rette è 
parimente la sezione fatta con un piano orizzontale per 
poco che sia inferiore al piano tangente medesimo; se 
non che, in questo caso, i due rami della curva sono pesti 
nell'altra coppia di angoli opposti formati dagli asintoti. 
Perciò, se s'immagina che il piano segante, partendo da 
una certa posizione superiore a quella del piano tangente 
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consideralo, vada poi continuamente abbassandosi (re¬ 
stando sempre orizzontale), si vedranno i due rami del- 
l’iperbola,che forma l’intersezione del piano colla super¬ 
ficie, avvicinarsi sempre più, secondo una certa direzione, 
e sempre più inflettersi, finché si toccheranno, e non for¬ 
meranno più che due rette in croce. Seguitando od ab¬ 
bassare il piano, gli angoli formati dalle due rette si 
staccheranno in direzione normale alla precedente; in pari 
tempo si arrotonderanno; e si produrrà la seconda specie 
d'iperbole. 

Ciò ne induce a considerare una coppia di rette che si 
segano, come un caso particolare d'un’iperbole, e a con¬ 
cepire questa curva come dedotta dalle due rette, stac¬ 
candole al loro punto d’intersezione, e arrotondando gli 
angoli da esse formati. 

S 10. Come si possano formare curve del terso ordine e 
di ordini superiori. 

11 metodo, col quale, nel precedente paragrafo, abbiamo 
immaginalo di dedurre l'iperbole da una coppia di rette 
che si segano, permette, in generale, di ricavare nuove 
specie di curvo da una combinazione di linee note. 

Con termine, che potrà parere paradossale, ma elio tut¬ 
tavia si è trovalo utile di adottare, la retta, per la ragione 
che da un'altra retta non è incontrata che in un solo 
punto, si chiama una curva del primo ordine; mentre una 
coppia di rette si chiama una curva del secondo ordine, 
per la ragione analoga che da una retta può essere in¬ 
contrala in due punti, e non in più di due. Per questa 
medesima ragione, si chiamano curve del secondo ordine 
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anche il circolo, e le sue ombre, l'ellisse, la parabola, e 
l’iperbole ; e, per quanto abbiamo precedentemente veduto, 
per mezzo dell'arrotondamento degli angoli, e della proie¬ 
zione, tulle queste curve si possono dedurre da una coppia 
di rette. 

Un processo analogo ci permette di formare delle curve 
del terzo ordine. Una retta e un’ellisse, insieme accop¬ 
piale, costituiscono una linea del terzo ordine. Supposto 
che le due linee si seghino, arrotondando gli angoli da 
esse formate ai loro punti d'intersezione (fìg. 28), si ot¬ 
terrà una curva del medesimo ordine, consistente di un'o¬ 
vale e di un ramo sinuoso, detto <c serpentino. » Ora, nel 
modo stesso che il circolo secondo il quale un piano sega 
una sfera, spostando il piano in modo che cresca conti- 



(i) Ovale completa c serpentino. 

(ii) Ovale contratta e serpentino. 


Fi g. 28 . 

(Hi) L'ovale si è ridotta ad un punto, 
(iv) La linea ridotta al solo serpentino. 


nuamente la sua distanza dal centro, si ristringe, finché 
si riduce ad un punto, e finalmente scomparisce, la curva 
cosi ottenuta si potrà variare, facendo ristringere l’ovale, 
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che concorre a formarla, finché si riduce ad un punto, e 
poi scomparisce del tutto, non rimanendo più che il ser¬ 
pentino, mentre questo non si potrà analogamente sop¬ 
primere. 

Arrotondando gli angoli ad uno solo dei due punti d'in¬ 
tersezione dell'ellisse e della retto, invece elio ad ambedue, 
si otterrà una curva del terzo ordine che taglia sé stessa, 
presentando un nodo, o punto doppio (fig. 29); e da essa, 
supponendo che il nodo vada contraendosi, finché si ri¬ 
duce ad un punto, si dedurrà una curva con uno punto, 
o cuspide. 



/ 


/ 


( a ) (iti) (iv) 


Fig. 29. 


Newton dimostrò che da queste cinque specie di curve, 
cioè lo curvo composta d'un'ovale e d'un serpentino, 
quella composta da un punto e da un serpentino, quella 
consistente di un semplice serpentino, quella con un nodo 
e quella con una cuspide, si possono dedurre per proje- 
zione tutte quante le curve del terzo ordine. 
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In modo analogo, accoppiando insieme due ellissi, si 
formeranno delle curve del quarto ordine. Supposto che 
ps se si taglino in quattro punti, arrotondando tutti gli an¬ 
goli si potranno formare, a seconda del caso, duo diverso 
j- a; curvo: cioè quattro ovali tutte esterne le uno 
olle altre, e un'ovale con quattro depressioni, che ne ab¬ 
braccia una seconda (fig. 30). 



So non che le varie specie di lineo del quarto ordine 
sono tante numerose, che non furono ancora completa¬ 
mente classificate. E forme più svariate ancora presentano 
le curve degli ordini superiori. 


> 


Clifford. 


S 



























CAPITOLO III. 


QUANTITÀ. 


§ 1. Misura delle quantità. 

In principio al nostro capitolo sul Numero ci siamo 
occupali dell'operazione, che consiste nel coniare cose 
per loro natura separato l'una dall'altra, come sarebbero 
delle lettere, delle persone, o delle pecore; e abbiam ve¬ 
duto che una proprietà fondamentale di questa operazione 
è che conduce sempre allo stesso risultato, qualunque sin 
l'ordine in cui si prendono le cose considerale; o in altre 
parole, che a qualunque stadio dell’operazione, si può 
prendere indifferentemente una qualsivoglia di esse. 

Parimente si possono contare cose non separate 1' una 
dall’altra, ma formanti un sol pezzo. Cosi, per esempio, 
si dice che una camera ò larga tanti metri, poniamo sei : 
e i metri, che contiene la sua larghezza, si possono con¬ 
tare, prendendo un regolo lungo un metro, e misurandone 
uno, a partire dal muro, quindi un altro, a partire dal 
punto dove finisce il primo, e cosi via, finché si arriva 
alla parete opposta. Ora, una volta segnati tutti questi 
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'«Giri, si potranno contare, come ognora specie di cose 
separale, prendendoli in un ordine qualsivoglia; e, in ogni 
caso, il loro numero risulterà sei. 

Ma questa operazione si potrà variare anche in un altro 
■nodo. Presa un’asta di lunghezza eguale alla larghezza 
della camera, si potrà tagliare da essa un metro, in una 
parte qualsiasi, e riunire 1 pezzi rimanenti: quindi tagliare 
un altro metro, parimente in una parte qualsiasi, dall'asta 
cosi formala, e di nuovo riunire i pezzi rimanenti, e cosi 
Ma. Supposto che quesla operazione si ripeta cinque volle 
gì ultimi due pezzi, riuniti insieme, formeranno, in ogni 
caso, un metro. Perciò, quando si contano cose riunite 
m un pezzo, come i metri che formano la lunghezza di 
un asta, o la larghezza di una camera, oltre V ordine in 
cui si prendono, & indifferente la posizione che ciascuna 
di esse occupa nel pezzo. 

Cosi, quando si dice che un pacco di thè ne contiene un 
chilogrammo, ossia dieci ettogrammi, s -inlende che, levan¬ 
done un ettogrammo qualsivoglia, poi un altro parimente 
da CÌÓ che cosi Via, quando se ne 

7ZZT n ° Ve ' CÌÓChe ~-à sempre un 

E ; se io dico che ho scritto per quindici minuti, sebbene 
coll orologio alla mano, non si sarà potuto contare questi 
■«muti altrimenti che nell’ordine in cui si sono successi 
ciò non toghe che, so durante lo stesso intervallo di tempo’ 
s. saranno notati quattordici minuti separati, in un modo 

qualsiasi, ,1 resto, formalo dai loro intervalli, sarà sempre 
un minuto. 1 

In tulli questi casi noi contiamo cose formanti un sol 
pezzo. E si vede che possiamo scegliere ad arbitrio le 
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sleKS o coso elio corniamo, nonché l’ordine in cui le pren¬ 
diamo per coniarle, senza alterare il risultato. 

In cié consiste l'operazione, che si chiama misura di 

uaa quantità. 

Ora, supponiamo che, misurando la larghezza di una 
camera si trovi che non è esattamente sei metri, come 
abbiamo precedentemente supposto, ma sei metri e qualche 
cosa di più. In tal caso, potrà essere sei metri e cinquanta 
centimetri; e allora, per misurare questo qualche cosa di 
più non si farà che ripetere la stessa operazione di prima: 
colla sola differenza che, invece di contare dei metri, si 
conteranno dei centimetri, lunghezze minori di un metro. 
Se la larghezza della camera non risultasse neppure un 
numero esatto di centimetri, ma oltre i cinquanta centi- 
metri avanzasse qualcosa, questo avanzo si potrà parimente 
misurare in millimetri; cosi potranno avanzare venticinque 
millimetri. Ma l'operazione potrà non essere ancora finita ; 
perché potrà darsi elio la larghezza della camera non 
contenga neppure un numero esatto di millimetri. Tuttavia 
si può osservare che a nessuno occorrerà mai di conoscerò 
la larghezza di una camera più esattamente elio a meno 
di un millimetro. 

Parimente potrà darsi che un pacco di thè risulti pros¬ 
simamente dieci ettogrammi, ma non esattamente, per 
modo che avanzi qualcosa. L'avanzo si potrà misurare in 
grammi ; e in tal caso si conteranno, come prima, cose 
formanti un sol pezzo: soltanto che, invece di ettogrammi, 
saranno grammi, quantità più piccole di un ettogrammo. 
Il pacco di thè potrà non contenere neppure un numero 
esalto di grammi; ma a nessuno occorrerà mai di cono¬ 
scere il peso di un pacco di thè esattamente fino ad un 
grammo. 


\ 
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Cosi pupe npl caso de! tempo? Un periodo geologico 
«indicherà, con tutta la precisione desiderabile, in centi¬ 
naia di secoli, la durata di una guerra, in anni, l'ora a 
>'ui parte un convoglio, a meno di un minuto, l'istante in 
cui comincierà un eclisse, a meno di un secondo: bastando, 
in ogni caso, che la misura sia abbastanza precisa per 
lo scopo die si ha di mira, e nulla più. 

In conclusione, per misurare le quantità, si adopera co- 
munemenle un metodo grossolano, o approssimalo, il 
quale consiste nell'indicare quante volte la quantità con¬ 
siderata contiene un certo campione, trascurando tutto 
cià che avanza. Quest’operazione è tanto più rigorosa 
quanto più piccolo è il campione che si adopera, ma, in 
generale, non fornisce niente di più che un'approssimazione. 

Allora, quando ci occorrerà il valoro esatto di una quan¬ 
tità, poiché non ci basterà un valoro approssimalo, che 
cosa faremo? Dal momento che questo valore non si puà 
definire esattamente a parole, non potremo fare altrimenti 
che servirci della quantità stessa, o di qualche altra quan¬ 
tità che la rappresenti. Per esempio, per rappresentare 
esattamente la lunghezza, e la larghezza di una camera, 
descriveremo due rette in una certa scala, poniamo nella 
scala .li un centimetro ad un metro, e su queste due retto 
faremo i nostri ragionamenti. 

Cosi, una lunghezza si rappresenta per mezzo di un'altra ; 
ma non ó parimente necessario, per rappresentare un 
peso, o un tempo, di adoperare un altro peso, od un altro 
tempo; praticamente, anche in questi due casi, si ricorre 
ud una lunghezza. 

Quando un chimico eseguisce con tutta cura una pesala, 
raggiunto che abbia la maggior approssimazione possibile 
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coll'aggiungere ad un piatto della bilancia i pezzi numerali, 
riduce il giogo alla posizione normale, appendendovi, alla 
debita distanza dal coltello, un leggiero romano, o cava¬ 
liere : e quella disianza indica il peso che avanza. Sup¬ 
posto che la bilancia sia assolutamente giusta, e che si 
possa trascurare 1”attrito, e ogn'altra causa d’errore, il 
peso riesce cosi rappresentato con esattezza perfetta; e 
ciò che lo rappresenta ù una lunghezza : la distanza del 
romano dal coltello. 

Il tempo si determina ordinariamente per mezzo del¬ 
l’orologio. Negli orologi comuni, l’indice dei minuti si muove 
n scatti ; e se, per esempio, scatta due volte al secondo, 
l'orologio ncn dà che i mezzi secondi, e non può servire 
per intervalli più piccoli. Ma si potrà facilmente immagi¬ 
nare un orologio, nel quale il molo dell'indice dei minuti 
sia continuo; e, in tal caso, l’arco del quadrante compreso 
fra il suo punto più elevato e la punta dell’ indice dei 
minuti, rappresenterà rigorosamente l’intervallo di tempo 
decorso dopo l’ultima ora. Giova notare che anche in 
questo caso, come nel precedente, la quantità rappresen¬ 
tala da una lunghezza non sarà generalmente tutta intera 
la quantità che si tratta di misurare, ma soltanto ciò che 
avanza, dopo che la maggior parte di essa si è valutata 
per mezzo di un campione. 

Cosi, pesi e tempi, e lo stesso dicesi d'ogn'altra specie 
di quantità, si possono rappresentare per mezzo di rette 
di determinata lunghezza. Quindi potremo intendere che 
una lunghezza rappresenti una quantità qualsivoglia ; e 
perciò d'or in avanti non parleremo che di questa specie 
di quantità (*). 

(•) Cfr. Clifford. Instruments used in meausurement (Mathem Pa¬ 
peri, pug. 4iU). NotJ del Traduttore. 
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§ 2. Addizione e sottrazione delle quantità. 

Ter sommare due lunghezze, ó chiaro che basta disporlo 
l una sul prolungamento dell'altra. Notiamo come si veri- 
fichi il fatto analogo a quello che abbiamo osservato, 
quando si trattava di contare le quantità, che due quan¬ 
tità si potranno sommare in modi assai più svariati che 
non due numeri. Difatti, le due lunghezze si potranno 
spezzare in un certo numero di fiorii, e le diverse parti 
dell'uno si potranno innestare dovunque si voglia nell’altra, 
senza alterare il risultato. 

La natura della somma di due quantità si vedrà forse 
ancora più chiaramente, ricorrendo all’idea di * passo. * 
Supponiamo che sopra una retta, a partire da un certo 
punto, considerato come origine, sia segnata una serie di 
punti equidistanti, contrassegnali coi numeri 1 , 2, 3, 4 ,... 
In tal caso, ogni numero particolare si potrà indicare per 
mezzo di un indice, facendolo scorrere lungo la retta, 
tinchò segni il punto giusto; e, per aggiungervi, o sottrarne, 
un altro qualunque, basterà spostare l’indice, innanzi o 
indietro, pel numero corrispondente di divisioni. In modo 
analogo rappresenteremo le lunghezze; ma in questo caso 
non saremo più obbligali a fermarci ad una divisione 
«Iella scola. Ogni lunghezza si rappresenterà, riducendo 
! indice al punto la cui distanza dall' origine é misurata 
dalla lunghezza considerata, il quale potrà cadere dovunque 
IVn due punti che corrispondono a due numeri consecu¬ 
tivi; e, per aggiungervi, o sottrarne, un’altra lunghezza, 
si farà fare all'indice un « passo » avanti o indietro, della 
necessaria grandezza. 
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Si vede immediatamente che, nel caso di quanlilà qua¬ 
lunque, non altrimenti che in quello dei numeri, l'ordine 
in cui si succedono i passi non influisce sul risultalo. 

§ 3. Molliplicatione e diamone delle quanlilà. 

Abbiamo giù avuto occasione di considerare qualche 
caso in cui una quantità si moltiplica: cioè, in cui si somma 
un certo numero di quantità tutte eguali ad una stessa, 
operazione che si chiama moltiplicare questa quanlilà per 
quel numero. Cosi, la lunghezza di sei metri è il risultato 
che si ottiene moltiplicando un metro per sei. 

Ora, possiamo invertire il quesito, e domandare: Date 
due lunghezze, per qual numero si deve moltiplicare una 
di esse, per ottenere l'altra? É implicito in quanto fu dello 
intorno alla misura delle quantità elio questo numero non 
si potrà trovare che in certi casi particolari. Per esempio, 
non si potrà rispondere al quesito: Per qual numero si 
deve moltiplicare un metro, per ottenere centoventicinque 
centimetri? se non a condizione di attribuire alla parola 
« numero » un significato diverso e più generale del pre¬ 
cedente. Da un centimetro, se ne ricavano centoventicinque, 
moltiplicandolo per centoventicinque. Perciò, potremo do¬ 
mandare, in primo luogo: Per qual numero si deve mol¬ 
tiplicare un metro per ottenere un centimetro? E questo 
quesito a tutta prima pare assurdo, perché un centimetro 
si deve moltiplicare per cento, per dedurne un metro: e 
un metro, per dedurne un centimetro, non si deve molti¬ 
plicare, ma dividere per cento. 

Cosi, un metro si trasforma in centoventicinque centi¬ 
metri, dividendolo in cento parti eguali, e prendendone 
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centoventicinque, o, per dirla più brevemente, dividendo 
per cento e moltiplicando per centovenlicincjue. La divi¬ 
sione e la moltiplicazione si potranno anche scambiare; 
si otterrà egualmente centoventicinque centimetri, molti¬ 
plicando in primo luogo per centoventicinque, ciò clic 
darà per risultato centoventicinque metri, e dividendo poi 
questa lunghezza in cento parti eguali. 

Oro, se, invece d'inventare un nome a posta, per indi¬ 
care questa doppia operazione, consistente nel dividero 
percento e moltiplicare per centoventicinque, conveniamo 
di applicarvi l'antico termine di moltiplicazione, in virtù di 
questa convenzione, un metro si convertirà in centoven¬ 
ticinque centimetri per mezzo di una moltiplicazione. L'ope¬ 
razione in discorso si rappresenta col segno e si dico 
che, per trasformare un metro in centoventicinque centi¬ 
metri, si deve moltiplicarlo per la frazione |^j. 11 numero 

scritto al di sopra (125) si chiama il numeratore della 
frazione, e quello scritto al di sotto (100) il denominatore. 

Nel primo capitolo abbiamo veduto come allo forinole 
dell'aritmetica e dell'algebra si potesse attribuire un doppio 
significato. Cosi, per esempio, il segno 3 aveva origina¬ 
riamente il significato di un certo numero di lettere, di 
persone, o d'altre cose qualunque; mentre, in seguito, fu 
considerato come simbolo d'un'operazione, e cioó della 
triplicazione d’una cosa. Analogamente, il segno potrà 

rappresentare cosi l’operazione, mediante la quale un 
metro si trasforma in centoventicinque centimetri, come 
« quel tanto » di un metro che si ottiene con questa ope¬ 
razione. 

11 grado in cui una quantità ò maggiore o minore di 









QUANTITÀ'. 


lì I 


un'altra,o, con termini più precisala grandezza della tra¬ 
zione, o della compressione, elio dev'essere applicala alla 
seconda, per dedurne la prima, si chiama il rapporto delle 
due quantità. Rappresentando con a e b due lunghezze 
qualunque, il rapporto di a a b è la trazione, o la pres¬ 
sione, che converte b in a; e questa operazione si potrà 
sempre esprimere,almeno approssimativamente, per mezzo 
di un numero. 

§ 4. Espressione aritmetica dei rapporti. 

Per ottenere un'espressione approssimata di un rap¬ 
porto, si adoperano più comunemente due metodi. Con 
entrambi, come per misurare, in generale, una quantità, 
si adopera una serie di campioni, di mano in mano più 
piccoli; se non che, coll'uno, questi campioni si scelgono, 
attenendosi ad una legge prestabilita: mentre, coll'altro 
essi sono suggeriti, volta per volta, dal rapporto speciale 
che si tratta di misurare. 

Il primo metodo consiste nell'adoperare una serie di 
campioni, ciascuno dei quali ó la decima parte del prece¬ 
dente. In lai caso, per esprimere il rapporto di centoven- 
ticinque centimetri ad un metro, procederemo cosi. Os¬ 
serveremo, in primo luogo, che centovenlicinque centimetri 
contengono una volta un metro, e che, toltone questo metro, 
restano venticinque centimetri, pari ad un quarto di metro. 
Questi lunghezza si misurerà in decimi di metro; si tro¬ 
verà cosi che à due decimi, coll'avanzo di un pezzo della 
lunghezza di un mezzo decimo. Perciò, trascurando questo 
avanzo, il rapporto considerato risulterà espresso da li 
decimi, ossia, in cifre, da 1,2. Tenendone invece calcolo, 
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10 misureremo in centesimi di metro; e troveremo che ne 
fn esattamente 5. Quindi il risultato é 125 centesimi, ossia 
1,25 esattamente. 

Per dare un altro esempio, procuriamo di esprimere, 
collo stesso metodo, la lunghezza della diagonale di un 
quadrato in termini del lato. Si riconoscerà a prima vista 
che essa contiene il lato una volta, coll'avanzo di un pezzo: 
per modo che il rapporto considerato sarà 1, più una fra¬ 
zione. Misurando il pezzo che avanza in decimi di lato, 
si troverà che no contiene 4 con un avanzo. Perciò il 
rapporto della diagonale al lato si potrà esprimere ap¬ 
prossimativamente con 14 decimi, o 1,4. Misurando anche 

11 nuovo avanzo, in centesimi di lato, si troverà che ne 
contiene uno, più un pezzetto. Quindi un'espressione ancor 
più approssimata del rapporto medesimo sarà 141 cente¬ 
simi, o 1,41. Ora, si riconoscerà che quel pezzetto contiene 
4 millesimi di lato; e cosi si arriva ad un'espressione an¬ 
cora più precisa, 1414 millesimi, o 1,414. Questa operazione 
si potrà spingere finché l'approssimazione sarà grande 
finché si vuole; ma, in questo caso, diversamente dal pre¬ 
cedente, non finirà mai; perchè il rapporto della diago¬ 
nale di un quadrato al lato é uno di quelli elio non si 
possono esattamente rappresentare per mezzo di numeri. 

L'altro metodo d’approssimazione differisce da quello 
che abbiamo ora spiegalo in ciò, che le quantità di mano 
in mano più piccole, prese come campioni, per mezzo 
delle quali si misurano i successivi residui, invece di es¬ 
sere quantità prefissate, un centimetro, un decimo di cen¬ 
timetro , un centesimo di centimetro, e va dicendo, si 
presentano nel corso dell'approssimazione. 

Si comincia, come nel precedente caso, col trovare 
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quante volte la minore dello due quantità sta nella mag¬ 
giore: per esempio, col trovare quante volle il lato di un 
quadrato sta nella diagonale. In questo caso, la risposla 
è una volta, con un avanzo. Rappresentiamo il pezzo elio 
avanza con a. Ciò che allora si fa, è cercare quante volte 
questo residuo, a, sla nel lato. Esso ci sta duo volle, con 
un avanzo, che rappresenteremo con b. Allora, cerchiamo 
quante volle b sta in a. Ci sla egualmente duo volle, con 
un avanzo, e. E cosi via. Questa operazione si potrà ripe¬ 
tere finché si vuole, a meno che, una certa volta, non ri¬ 
manga nessun residuo. Nel caso in discorso, si trova elio 
ogni residuo sta due volle nel precedente,con un certo resto. 

Ora, vediamo come si possa trovare in tal modo una 
serie di valori approssimati del rapporto della diagonale 
al lato di un quadrato. 

Supponiamo, in primo luogo, che il pezzo a sia risultalo 
esattamente la metà del lato, ossia, che si trascuri il re¬ 
siduo b. In tal caso, la diagonale sarebbe eguale al lato 
accresciuto di una metà, e cioè eguale a tre mezzi del lato. 

Ora, teniamo conto di b, ma trascuriamo c; vale a dire, 
supponiamo che b sia risultalo esattamente una metà di 
a. Con questa ipotesi, il lato contiene due volle a, e metà 
di a, cioè cinque mezzi di a, donde segue che a è due 
quinti del lato. Ora, la diagonale ò eguale al lato accre¬ 
sciuto di a ; quindi ó eguale al lato accresciuto di duo 
quinti, ossia contiene sette quinti del lato. II pezzo che 
cosi si trascuro è minore di b, e b è un quinto del lato. 

Cosi pure, teniamo conto di c, o supponiamo che sia 
precisamente eguale a metà di b. Allora, a, che contiene 
duo volte b coll’avanzo di e, sarà cinque mezzi di b, c, 
per conseguenza, b sarà duo quinti di a. Segue da ciò 
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che il lato conterrà due volte a e due quinti di a, cioè 
dodici quinti di a, per modo che a sarà cinque dodicesimi 
del lato. Ma la diagonale é eguale al lato accresciuto di 
a: quindi, sarà diciassette dodicesimi del lato. Si vede 
che questa approssimazione è maggiore della prima : di¬ 
fetti, il pezzo, che ora si trascura, è minore di c, che é 
metà di b, che è due quinti di a, che è finalmente cinque 
dodicesimi del lato : e da ciò segue che é minore di un 
dodicesimo del lato. 

Cosi continuando, si potrà spingere l'approssimazione 
fino a quel grado elio si vuole. 

II primo metodo si chiama metodo dei decimali, il se¬ 
condo, dello frazioni continue. 

§ 5. La quarta proporzionale. 

Una delle circostanze più notevoli, per le quali differi¬ 
scono le quantità dai numeri, è quella, senza dubbio, che, 
mentre un numero non si può dividere per un altro, se 
non ò per avventura un multiplo di esso, pare, o difalti 
è generalmente ammesso, elio ogni quantità si possa di¬ 
videre per un numero qualsivoglia: ciò che torna ad am¬ 
mettere, poiché ogni quanLità si può rappresentare per 
mezzo di una lunghezza, che ogni lunghezza si può divi¬ 
dere in un numero qualsivoglia di parti eguali. 

Ammesso che la divisione di una quantità per un nu¬ 
mero sia sempre possibile, si potrà sempre eseguire anche 
l'operazione composta di una moltiplicazione e di una di¬ 
visione, clic abbiamo chiamalo « moltiplicare per una fra¬ 
zione. » Cosi, per esempio, si potranno trovare tre decimi, 
non solo di un metro, ma di qualunque altra lunghezza. 
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Oro si presento Io questione, se si potrà parimente ap¬ 
plicare ad ogni quantità quell'operazione di trazione, o 
di compressione, a cui abbiamo dato il nome di rapporto. 
Date tre lunghezze a,b,c, una trazione, od una compres 
sione, determinala, applicata ad a, lo convertirò in b. Si 
potrò, con una trazione od uno compressione, dedurre 
nnalogamentc da c una quarta lunghezza, d, tale che il 
rapporto di c a d sia lo stesso che quello di a a b ? Noi 
ammettiamo che questa quantità — che si chioma la 
■piarla proporzionale — esista sempre; e questo postulato, 
che serve di fondamento a lutti i rami di matematica che in 
-eguito esporremo, merita di essere ulteriormente studiato. 

Si riconoscerà che esso è sostanzialmente incluso nel 
secondo dei nostri due postulati sullo spazio, e cioè in 
quello che si possono costruire figure della stessa forma, 
e di grandezza diversa. In virtù di questo postulato, come 
abbiamo osservalo a suo luogo, un triangolo si deve ri¬ 
durre ad un altro della stessa forma, mediante un eguale 
ingrandimento de’ suoi tre lati (*); e poiché due triangoli 
hanno la stessa forma, con qualunque grandezza, quando 
hanno gli angoli eguali, ciò torna a dire che.se due trian¬ 
goli hanno gli stessi angoli, i tre rapporti dei diversi lati 
dell'uno al lato corrispondente dell'altro saranno fra loro 
eguali. Ciò ummesso, è chiaro che la ricerca dolln quarta 
proporzionale si riduce alla costruzione di due triangoli 
della stessa forma. Cosi, per esempio, rappresentino ah o 
ac le prime due quantità, e ad la terza (fìg. 31), e si debba 
trovare la quantità, che si ricava da ad, per mezzo della 

C) L’«epurile ingrandimento • del triti di un triangolo s'intonderù 
definito puramente dulia circostanza , clie, per mezzo di esso, il 
triangolo conservo la stessa formo. Nota del Traduttore. 







IL SENSO COMUNE NELLE SCIENZE ESA TTE. 


stessa trazione che converte ab in ac. Immaginiamo con- 
giunto b con n, e descriviamo la retta ce, in modo che 
angolo ace sia eguale ad abd. I duo triangoli abd e ace 
avranno la stessa forma ; per conseguenza, a ce si potrà 



Klg. 31. 

ricavare da abd, stirandone egualmente tutli,i lati; e ciò 
vuol dire che la trazione, che converte ab in A c, ó la 
stessa d. quella che converte ad in ae, per modo che ae 
e la quarta proporzionale cercala. 

Ma gioverà definire più precisamente che cosa s’intendo 
per quarta proporzionale. Finora Pabbiamo puramente de- 
finita come qualche cosa che si deduce da ad, colla stessa 
operazione, mediante la quale ac si deduce da ab. Ora 
quando si dirà che l’operazione ó la stessa? Dalla prece¬ 
dente costruzione si ricava un criterio geometrico, secondo 
il quale il rapporto di ad ad ae deve dirsi « eguale » al 
rapporto di ab od ac, quando due triangoli della stessa 
forma possono avere per lati corrispondenti ab ed ac, ad 
ed ab. Ma, quando sia possibile, per mantenere distinta 
la scienza della quantità da quella dello spazio, converrà 
trovare una definizione della quarta proporzionale fondala 
sopra il solo concetto di quantità. Tale definizione si può 
dare effettivamente; e importa assai di ben afferrarne la 
natura, perché definizioni dello stesso genere si daranno 
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nnche d'altre quantità, la cui esistenza si ammette, in 
urlù del cosi detto principio della continuità: il quale non 
d altro che il postulato precedentemente ammesso, che 
ogni quantità si possa dividere in un numero qualsiasi di 
parli eguali. 

Se due operazioni di trazione, eseguite sopra una stessa 
quantità, producono risultati diversi, è naturale d’ammet- 
lere che quella, che produce il maggior effetto, lo produrrà, 
a parità di circostanze, in qualunque altro caso. Ciò posto, 
noi fonderemo la nostra definizione di quarta proporzio¬ 
nale sull’ovvio postulato, che, se due operazioni di trazione 
si eseguiscono sopra due diverse quantità, quella che pro¬ 
duce il maggior effetto in un caso, lo produrrà anche nel¬ 
l’altro. 

Supponiamo che si sia procuralo di determinare, in via 
d'approssimazione, il rapporto di ac ad ab, e che si sin 
trovato che ac è compreso fra diciassette dodicesimi, e 
diciotto dodicesimi di ab. Confrontiamo 1* operazione di 

trazione rappresentata da -|^- f che consiste nel moltipli¬ 
care la quantità considerata per 17, e dividerla per 12, 
con quella che converte ab in ac. 11 risultato della prima 
ù, per supposto, minore di quello della seconda, perché ac 
è più di diciassette dodicesimi di ab’. Ora, immaginiamo 
di eseguire le due operazioni sopra ad. La prima produrrà 
diciassette dodicesimi di ad, o la seconda, lo quarta pro¬ 
porzionale cercala. Quest' ultima, per la nostra ipotesi, 
produrrà, anche in questo caso, il maggior effetto, e perciò 
la quarta proporzionale indiscorso, sarà maggiore di di¬ 
ciassette dodicesimi di ad. 

Ma abbiamo supposto di più che ac fosse minore di di- 
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colto dodicesimi di ab; quindi l’operazione che converte 
ai« «n ac, confrontata con quella che consiste nel molti¬ 
plicare per 18 e dividere per 12, produce un risultato mi¬ 
noro. Immaginiamo di eseguire queste due operazioni sopra 
ai*. La prima produrrà, anche in questo caso, l’effetto mi¬ 
nore, e perciò la quarta proporzionale cercata sarà minore 
di diciollo dodicesimi di ad. 

È chiaro che si arriverò alla stessa conclusione, qua¬ 
lunque sia la frazione che si considera; e perciò possiamo 
enunciare il nostro risultalo in questa forma generale: 

Secondo che ac sarà maggiore o minore di una deter¬ 
minata frazione di ab. la quarta proporzionalo ^supposto 

che esista) sarà maggiore o minore della stessa frazione 
di ad. 

Ora dimostreremo che non potrà darsi che due lun¬ 
ghezze diverse soddisfacciano ad un tempo a questa con¬ 
dizione: donde concluderemo che Inquarta proporzionule 
da quella sua proprietà risulta perfettamente definita. 

Supponiamo, per’un momento che le lunghezze ae ed 
ae' siamo entrambe una quarta proporzionale ad ad, ac, 
ad (fig. 32). In tal caso, prendendo un numero abbastanza 
grande di lunghezze eguali ciascuna ad be', la loro somma 
riuscirà maggiore di ad. Supponiamo, per fissare le idee, 
che ad sia compresa fra la somma di 500 e quella di 501 
di esse. Allora, se immaginiamo di dividere ad in 501 
parti eguali, ciascuna sarà minore di ee'; e, per conse¬ 
guenza, se, partendo da d, prenderemo sopra de' tanto 
lunghezze eguali a ciascuna di queste parli, uno dei punti 
di divisione, poiché ee' ó maggiore della distanza di due 
consecutivi, dovrà cadere fra e ed e'. Sia f questo punto. 
Allora af si ricaverà da ad, moltiplicando per un certo 
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numero, e poi dividendo per 501. Eseguendo la slessa ope- 
razione sopra ab, si troverà una lunghezza ag, la quale 
dev’essere maggiore o minore di ac. Supposto che sia 
minore d. ac, l’operazione che converle ab in A o sarà 
uno trazione di grandezza minore di quella che converte 
aB in ag. Segue da ciò che l’operazione, che converte 
ad in af, dev’essere una trazione minore cosi di quella 
per mezzo della quale, da ad, si deduce ae, come di quella 
per mezzo della quale, dalla stessa ad, si deduce ae’; e 
per conseguenza, af sarà, ad un tempo, minore di ae o 
di ae'. Ora, ciò ò impossibile perchè f cade fra e ed e. 
Arriviamo cosi ad una conclusione assurda; ed è chiaro 
che si arriverebbe allo stesso risultato, supponendo ag 
maggiore di ac. 

Concludiamo quindi che non vi potrà essere piu di una 
lunghezza, che soddisfaccia alla condizione che l’opera¬ 
zione, per mezzo della quale essa si deduco da ad, sin 
maggiore di ogni frazione minore di quella che converle 
ab in ac, e minore d’ogni frazione maggiore dell'opera¬ 
zione medesima, ciò che volevamo dimostrare. 

Consideriamo più attentamente la natura di questa de¬ 
finizione. 

Abbiamo detto che, presa una frazione qualunque, se 
sarà maggiore del rapporto di ac ad ab, lo sarà anche 
«lei rapporto di ae ad ad, e, se sarà minore del primo 
rapporto, lo sarà anche del secondo. 

Fissata la frazione, si potrà sempre provare se ciò si 
verifica; e perciò si potrà riconoscere se una lunghezza 
ae, che si suppone essere la quarta proporzionale, sod¬ 
disfa a quella condizione, per ogni frazione assegnabile. 
Secondo la nostra definizione, la quarta proporzionale 
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deve soddisfarvi per (ulte le frazioni possibili. Ciò non si 
potrà constatare direttamente; ina si concepisce come si 
potrà dimostrare che una quantità vi soddisfa per una 
(razione determinala, in modo che la stessa dimostrazione 
re?ga, qualunque sia il valore che si attribuisce alla fra¬ 
zione medesima. In questo caso riuscirà dimostralo, non 
solo che esiste una quarta proporzionale, ma di più che 
essa non è altro che la quantità in discorso. 

Ciò si può faro appunto, valendosi dei lalidi duo Irian- 
?o i simili. Dividendo la lunghezza ah (fig. 33) in un nu- 
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mero qualunque di parli eguali, e dai punti di divisione 
descrivendo altrettanto retto formanti con ab lo stesso 
angolo che forma m>, esse divideranno ad nello stesso 
numero di parti eguali. Segniamo dei punti di divisione 
alla stessa distanza, l'uno dallnltro, da u, andando verso 
0! e lIa es,i descriviamo egualmente tante rette formanti 
con ab lo stesso angolo che forma bd; queste rette taglie¬ 
ranno pure tante distanze eguali, da d, andando verso e. 
Ora, se una di questo rette si spiccherà da A c, fra c o a," 
essa incontrerà ae fra eoa, perchè il triangolo da essa’ 
formala con ac e ae deve avere la stessa forma che ace. 
E, per la stessa ragione, ogni retta che si spicca da ac 
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dalla parie opposta di c, inconlrerà ae dalla parla op¬ 
posta di E. 

Consideriamo le diverse frazioni di ad, elio cosi riescono 
segnale. È chiaro che, se una di esse è minore, o mag¬ 
giore, di ac, la slessa frazione di ad 6 rispellivamenle 
minore, o maggiore, di ae. Segue da ciò che la retla ae. 
dala dalla costruzione, soddisfa, nel coso di una frazione 
qualsivoglia, alla condizione alla quale dove soddisfare la 
quorla proporzionale. Per conseguenza, ammessa la se¬ 
conda ipolesi sullo spazio, la quarta proporzionale esisterà 
sempre, e la precedente costruzione c'insegna come pos¬ 
siamo ogni volta effettivamente trovarla. 

Resta ila considerare un'objezione, che si può fare alla 
precedente definizione della quarta proporzionale, o, per 
meglio dire, un punto, nel quale possiamo migliorarla, in 
modo da renderla un fondamento più solido por lo studio 
dei rapporti. 

Ecco di che si tratta. La nostra definizione suppone che 
le quantità siano continue: vale a dire che ogni quantità 
si possa dividere in un numero qualunque di parli eguali: 
ipotesi implicita in quella che si possa prendere d’ogni 
quantità una frazione numerico qualsivoglia. Per esempio, 
noi diciamo che, se a, b, c, d sono proporzionali, e a è 
maggioro di Ire quinti di b, c sarà maggioro ili tre quinti 
di d. Oro, per trovare Ire quinti di b, o si dividerà b in 
cinque parti eguali, e se ne prenderanno tre, o si molti¬ 
plicherà b per tre, e si dividerà il risultato in cinque parli 
eguali. (Si sa che il risultalo di queste due operazioni è 
lo stesso). Per conseguenza, sia in un caso che nelPallro. 
si suppone che una dulo quantità si possa dividere ir. 
cinque parli eguali. 
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Ora, in una definizioni?, si deve ammellere il meno che 
si può; o perciò, attenendoci al modo nel quale i geometri 
greci definirono la proporzione, ossia (ciò che torna efiet- 
livamente lo stesso) la quarta proporzionale di tre quan¬ 
tità date, abbiamo procuralo di evitare quella supposizione. 

Ciò non è diffìcile. Difatti, consideriamo lo stesso esem¬ 
pio di prima. Noi diciamo che, se a è maggiore di tre 
quinti di b, c sarà maggiore della stessa frazione di d. 
Ora, moltiplichiamo cosi a come b per cinque. Allora, poi¬ 
ché a è maggiore di tre quinti di b, la quantità in cui si 
converte a dev'essere maggiore di tre quinti della quan¬ 
tità in cui si converte b: ossia, se il nuovo b si divide 
in cinque parti eguali, il nuovo a dev'essere maggiore di 
tre di esse. Ma ognuna di queste cinque parti sarà eguale 
al primitivo b. Quindi, fa lo stesso dire che a è maggiore 
di tre quinti di b, come che cinque volle a è maggiore di 
Ire volle b ; e analogamente, nel caso di c e d. 

Ora, come tre quinti, ogni frazione involge due numeri, 
e rappresenta un’operazione composta, consistente nel 
moltiplicare per un numero, e dividere per un altro. Quindi 
è chiaro che, in generale, nonché nel caso di quella fra¬ 
zione speciale, potremo trasformare la proposizione colla 
quale abbiamo definito la quarta proporzionale, ponendola 
sotto la forma seguente: Secondo che m volte a sarà mag¬ 
giore o minore di n volte b, dinotando m, n due numeri 
interi qualunque, m volle c sarà maggiore, o minore, di 
n volte d. 

Questo ó uno dei modi, in cui la definizione fu data dui 
geometri greci. È chiaro che la continuità delle quantità 
i.onsiilerate non ó più in questione; perchè, sia vero o no 
che un numero si possa dividere in un numero dato qua- 
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lunque di parti eguali, è certo che si potrà formare un 
multiplo qualsivoglia di esso. 

Questi concetti fondamentali di rapporto, di eguaglianza 
di due rapporti, e di quarta proporzionale, sono ora stabi¬ 
liti in modo generale, e per rispetto a quantità di qual¬ 
siasi natura, colla sola supposizione che si possa sempre 
formare un multiplo qualsivoglia di ogni dato quantità. 

§ G. Sulle aree. Trasione e compressione. 

Oro, applicheremo i precedenti concetti al caso delle 
aree, o quantità di superficie, o, in particolare, alle aree 
piane. 

La figura che si misura più facilmente è il rettangolo. 
Il calcolo dell'area di un rettangolo, in molti casi, si ri¬ 
duco puramente olla moltiplicazione di due numeri. Per 
esempio, un rettangolo lungo 7 metri, e largo 5, conterrà 
35 metri quadrati: cièche segue immediatamente dal con¬ 
cetto di moltiplicazione di due numeri, che abbiamo stabi¬ 
lito a suo luogo (pag. 7). Ma noi potremo trovare l’area 
d' un rettangolo a questo modo, solamente quando i suoi 
lati contengano un certo numero di volle 1',unità di lun¬ 
ghezza: nel qual caso il prodotto dei due numeri, che in¬ 
dicano quante volte due lati concorrenti contengono l’u¬ 
nità, sarà il numero delle volto che l’area in discorso 
contiene il quadralo che ha per lato l’unità medesima. 
Resta ila trovare un metodo, che possa servire in ogni 
caso. 

A questo scopo, osserviamo prima di tutto che, allun¬ 
gando, o accorciando, un lato di un rettangolo in un de¬ 
terminalo rapporto, mentre l'altro lato si mantiene inva- 
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riato, l'area verrà aumentata, o diminuita, nello stesso 
rapporto. 

Ciò posto, per convertire un quadrato, oacb, in un ret¬ 
tangolo qualsivoglia, come sarebbe, per esempio, opro, 
potremo stirare, in primo luogo, il lato oa, finché si riduco 
eguale ad op, convertendo cosi il quadrato nel rettangolo 
od, e ingrandendone l’area nel rapporto di oa ad op; e 
poi stirare il lato on del nuovo rettangolo, finché si riduce 
eguale ad oq, convertendo cosi il rettangolo medesimo in 
or, e ingrandendone l'area nel rapporto di on ad oq. Op¬ 
pure, potremo cominciare col ridurre il lato on alla lun- 

_b_R 


o a --i» 

Flg. 3-i. 


ghezza di oq, per modo che il quadrato oc si converta 
nel rettangolo oe, e poi ridurre oa alla lunghezza di or, 
per modo che oe diventi or. 

In conclusione, il quadralo oc si deve stirare nel rap. 
porto di op ad o A , e in quello di oq ad ob : ossia, poiché 
abbiamo convenuto di chiamare la trazione col nome di 
moltiplicazione (pag. 122), si deve moltiplicarlo per l'uno, o 
per 1 altro rapporto: e l'operazione, che consiste nel con¬ 
vertirlo nel rettangolo or, si compone di due moltipli¬ 
cazioni. 

Il risultato prova che l'ordino in cui le due moltiplica- 
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zioni si eseguiscono è indifferente. Difetti, rappresentando 
con a il rapporto di or ad oq, e con b quello di oq ad ob, 
a e b rappresenteranno altresi il rapporto del rettangolo 
od al quadrato oc, e quello di or a od. In altre parole, a 
volte oc la od, e b volte od, or: per modo che b volte a 
volte oc fu or, o, colla scrittura convenuta, ba volte oc 
fa or (*). 

Analogamente, si troverà cheli volte oc fà oe, e a volto 
b volle oc, a volte oe, che fà or. 

Vediamo quindi che ba volte oc fà lo stesso come ali 
volte oc, ossia che si ha, valendosi della nota scrittura, 

ba — ab : 

la qual relazione esprime che, moltiplicando prima pel 
rapporto a, e poi pel rapporto b, si ottiene lo stesso ri¬ 
sultato, come moltiplicando prima per b, e poi per a. 

La proposizione, che, quando si moltiplica per duo rap¬ 
porti, essi si possono prendere in un ordine qualsivoglia, 
senza alterare il risultato, si può presentare anche sotto 
un'altra forma. 

Date quattro quantità a, b, c, d, la quantità a, per mezzo 
di due operazioni eseguite Luna di seguilo all*altra, o 
cioè, moltiplicandola pel rapporto di b ad a, ciò che la 
converte in b, e poi pel rapporto di d a b, si converte in 
d. Ora, si ottiene lo stesso risultato, moltiplicando a pel 

(*) Per unn convenzione noto dall'uso nbtlunle di leggere da si¬ 
nistra a destra, i simboli di una moltiplicazione, e di qualsiasi altra 
operazione, si leggono sempre da destra a sinistra. Cosi ab volte 
una quantità x significa a volte b volte x, ossia che si moltipllca x 
prima per b e poi per a, eseguendo prima quell'operazione il cui 
simbolo viene dopo. 
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rapporto di c ad a, ciò che converte a in c, e poi pel 
rapporto di d a c. 11 rapporto di b ad a si suol rappre¬ 
sentare con una delle quattro abbreviature seguenti: 

. f> , ■ 

b : a, —• b — a, b/a\ 

e perciò, questo fatto sarà espresso dall’eguaglianza: 
b/a x d/b — c/a x d/e. 

Ora, supponiamo che le quattro quantità a, b, c, d siano 
proporzionali, cioè che i rapporti b/a e die siano fra loro 
eguali. Dalla precedente eguaglianza segue che i rap¬ 
porti c/a e d/b saranno pure eguali. 

Questa proposizione si può enunciare anche in questa 
altra forma, che, se a, b, c,d sono proporzionali, lo sono 
anche a, c, b, d: purché, s'intende, l'enuncialo abbia senso, 
perché potrà darsi anche il caso che non ne abbia punto. 
Per esempio, supposto che a e b siano due lunghezze, e 
e, d due intervalli di tempo, si sa che cosa significa il 
rapporto di b ad a, e quello di d a e, e si vede come i 
due rapporti potranno essere eguali; ma non si potrà par¬ 
lare di rapporto di c ad a, o di d a b, perché le due quan¬ 
tità non sono della stessa specie. Invece, in generale, 
quando quattro quantità della stessa specie sono propor¬ 
zionali, esse sono proporzionali anche prese alternativa¬ 
mente, cioè, scambiando le due di mezzo. 

§ 7. Sulle frasioni. 

Abbiamo veduto nel § 3 (pag. 122) come una frazione 
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rappresenti un rapporto. Siano i rapporti a e 6 rispetti- 

P r 

vamente rappresentati dalle frazioni e —, dove p, q, 

q s 

r, 8 sono altrettanti numeri. Il risultato al quale siamo 
giunti a pag. 138 si potrà esprimere cosi: 

p r r p 

— x — = — x — • 

q s s q 

Esaminiamo alquanto più attentamente il significato dei 
singoli membri di questa eguaglianza. Perciò, immagi¬ 
niamo di prendere un rettangolo oqts, del quale un lato, 
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oq, contenga q unità di lunghezza, e l'altro, os, ne con¬ 
tenga s. Questo rettangolo si potrà dedurre dal quadralo 
il cui lato è l'unità di lunghezza, applicandovi le due tra¬ 
zioni q e s. Quindi la sua area vale qs unità quadrale. 
Ora, applichiamo a questo rettangolo le trazioni rappre- 

n 

sentale da — e —, 1' una dopo l'altra : la prima nella 
q s 

direzione del lato oq, la seconda, in quella di os. La prima 
operazione torna a dividere oq in q parli eguali, e a pren¬ 
dere op eguale a p di esse; e,poiché ciascuna sarà eguale 
all'unità, op conterrà p unità, e il rettangolo ot si conver- 
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lira in or', di cui un lato, np', contiene p uniti, e l'altro, os, 
ne contiene s. Su questo rettangolo si deve eseguire la se¬ 
conda operazione (nella figura rappresentata da una com¬ 
pressione) la quale consiste nel dividere os in s parli 
eguali, c prenderne r, ossia nel misurare lungo os una 
lunghezza eguale n r unità. Cosi, la seconda trazione con¬ 
vertirà il rettangolo op' in or’, di cui il Iato op contiene p 
unità di lunghezza, e il Iato or ne contiene r, per modo 
che 1 area vale pr unità quadrale. Vediamo dunque 

che le due tensioni ^ e - , successivamente applicate al 

rettangolo ot, lo convertono in or'; e ciò si può esprimere 
simbolicamente nel seguente modo: 

p r 

q rettangolo ot = rettangolo or' 

= pr rettangoli unilarii. 

Ora, è chiaro che il rettangolo unitario, vale a dire il 
quadrato che ha per lato l'unità di lunghezza, si potrà de¬ 
durre dui rettangolo ot, comprimendolo successivamente 

nel rapporto — secondo oq, e nel rapporto ~ secondo 

os: ciò che torna semplicemente a dire che ot vale qs 
rettangoli unitarii, come si è precedentemente ricono¬ 
sciuto. Per conseguenza, l’operazione — x — , eseguita 

7 * 

sul rettangolo unitario, produrrà un risultato eguale 
1 

a qs 1 uell ° clie produce, eseguila sopra ot; cioè 

p r j 

Y X T' rellan e ol ° unitario = —- pr rettangoli unilarii: 
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ossia, per la notazione convenuta, = -• rettangolo uni¬ 

tario. 



l'unità, produce lo stesso effetto come l'operazione ^.con¬ 
sistente nel moltiplicare l'unità per pr, e dividere il risul¬ 
tato per qs. Questa equivalenza costituisce la cosi della 
molliplicazione delle frazioni. 

Un caso particolare degno di nota si presenta, quando 
s è eguale a r. Allora, si lia: 


P_ 
•? 


r pr 
qr 



r 


Oro, — indico che si deve dividere 1' unità in r parli 

eguali, e prenderne r, ciò che torna a eseguire un’ ope¬ 
razione nulla. Perciò, il simbolo di tale operazione si 
potrò omettere; donde segue 


P_ _ Pf. 
<1 


risultalo, che per disteso si può enunciare cosi: Data una 
frazione, il suo valore non si altera, moltiplicandone il nu¬ 
meratore e il denominatore per quantità eguali. 

Per mezzo di questo risultalo, si può facilmente inter¬ 
pretare l'operazione 
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Difatli, 

p _ ps r _ qr 

q qs' s tjs 

Quindi, 

P_ , _ ps , qr 

q s (js qs 

Ciò vuol diro che eseguire sull'unità l'operazione -y, e 

aggiungere al risultato quello dell'operazione fa lo 

stesso come dividere l’unità in qs parti, e prenderne ps, 
per poi aggiungervene altre qr. Ma ciò, alla sua volta, fa 
lo stesso come prenderne addirittura ps -f- qr. Quindi, 

JL ,1 1 _ P 8 + SL 

q S qs 

In ciò consiste la cosi detta addizione delie frazioni. Il let¬ 
tore non incontrerà alcuna difficoltà ad interpretare gra¬ 
ficamente questa operazione, per mezzo di una succes¬ 
sione di trazioni e compressioni del rettangolo unitario. 

Divisione si chiama, in generale, l'operazione per mezzo 
della quale s'in verte il risultato della moltiplicazione. Per¬ 
ciò, quando si domanda che cosa significa dioùlere per la 

trazione —, si pone questo quesito: Qual’è l’operazione 

die, eseguita di seguito a -y, ne inverte l'effetto? 

Ora, 

— = PJL. 

S q q 8 qs 
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poniamo r = Q, s = P- Otteniamo 

<7 p PQ . 
-i- x — = — » 
P Q QP 


ossia, moltiplicare 1 ’ unità per e poi per -j, significa 

dividere l'unità in qp parti, c prenderne pq, per modo che 

q . 

y „ n llù rimano inalterato. Quindi la trazione — inverle 


completamente — : ossia è una compressione che elide 
esattamente la precedente trazione. Concludami che mol¬ 
tiplicare per --- è un’operazione equivalente a dividere 


n P 

DPP 1— o in altre parole, che dividere per — fa lo stesso 
“ n ’ ' <7 

come moltiplicare per -y. In ciò consiste la divisione delle 

frazioni. 


§ 8 . Di nuovo sulle aree. Trasformazione. 


Allungando, o accorciando i lati di un rettangolo, come 
finora si ó supposto di fare, si siterà l’area della figuro, 

a d k c E_ e 



Fig. 36. 


ma la forma si mantiene rettangolare. Oro, discorreremo 
ili un’operazione che altera gli angoli, e lascia l’area in¬ 
variata. 
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Sia abcd un rettangolo, e abef un parallelogrammo 
(ossia un quadrilatero i cui lati opposti sono eguali) avente 
comune con esso il lato ab, e il lato opposto, ef (eguale 
ad ab, e, per conseguenza, a cd), in linea reità con cd. 
Poiché co è eguale ad ef, i punti e ed f sono ad eguale 
distanza rispettivamente da c e da d, e da ciò segue che 
i due triangoli bce e adf sono eguali. Quindi se il trian¬ 
golo bce si staccasse lungo bc, e si portasse al posto di 
adf, si trasformerebbe il parallelogrammo nel rettangolo,- 
senza cambiare l'area; donde apparisce che le aree delle 
due figure sono eguali. Ora l'area del rettangolo è il pro¬ 
dotto delle quantità numeriche che rappresentano la lun¬ 
ghezza di ad e quella di ab. ab si chiama la base del pa¬ 
rallelogrammo, e ad, distanza perpendicolare fra la base 
e il lato opposto ef, 1 altezza. Quindi si dice in linguaggio 
abbrevialo che l'areo del parallelogrammo è « il prodotto 
della base per l'altezza. » 

Supponiamo che co e ab siano due aste rigide, scorre¬ 
voli lungo le rette parallele cd e ab; e immaginiamo che 
siano riunite da una membrana rettangolare elastica, abcd. 
Facendo scorrere le aste, la membrana cambierà di forma; 
resterà però sempre un parallelogrammo di base e d'al¬ 
tezza costante, e, per conseguenza, la sua area si man¬ 
terrà invariata. Supponiamo che ab si tenga fisso, e che 
cd sia spostata lungo cd, finché prende la posizione ef. 
Allora ogni retta, oh, della membrana parallela ed eguale 
ad ab si sposterà parallelamente a sé stessa, e prenderà 
la posizione ij, restando sempre della stessa lunghezza. 

Il tratto di cui si sposta il punto c ó ce, o quello di cui 
si sposta o, gì. Poiché i triangoli cbe e gbi hanno i lati 
paralleli, sono simili, e perciò il rapporto di ce a gì 6 lo 
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stesso che quello di bc a bg: ossia, quando il rettangolo 
aB cd si trasforma nel parallelogrammo abef, ogni retta 
parallela ad ab non cambia di lunghezza, e si sposta pa¬ 
rallelamente a sé stessa per un tratto proporzionale alla 
sua distanza da ab. 

l a stessa operazione, che trasforma il parallelogrammo 
„hef nel rettangolo abcd, trasforma il triangolo abe, metà 
della prima figura, nel triangolo abc, metà della seconda; 



don le apparisce che ogni triangolo si può trasformare in 
un triangolo rettangolo, senza cambiarne l’area. L’area 
d’un triangolo qualsiasi è quindi eguale a metà di quella 
del rettangolo che ha la stessa base, e altezza eguale alla 
perpendicolare alla base descritta dall’ angolo opposto. 
Questa perpendicolare si chiama egualmente l’altezza del 
triangolo, e perciò si dice brevemente che l'area del trian¬ 
golo è eguale a metà del prodotto della base per l’altezza. 

Una successione di trasformazioni della natura delle 
precedenti permetterà di ridurre una figura qualsivoglia 
limitala da rotte ad un triangolo di area eguale; in seguito 
a che, per determinare l'area della figura, non resterà 
più che da trasformare questo triangolo in un trian- 
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polo rettangolo. Per esempio, sia abcde parte del con¬ 
torno della figura. Immaginiamo di congiungere a con 
c, e trasformiamo abc nel triangolo ab'c avente la stessa 
base, ac, e il vertice, b', nel punto d’incontro della paral¬ 
lela descritta per b ad ac col prolungamento di cd. L’area 
di abc sarà eguale a quella di abc. Quindi, senza cam¬ 
biare l’area, si può sostituire al contorno dato abcde il 
contorno ab'de che contiene un lato di meno. Si vede cosi 
come, per mezzo di una successione di trasformazioni 
analoghe a questa, si possa ridurre ogni figura limitata 
da rette ad un triangolo d’area eguale, ciò che permet¬ 
terà, in ogni caso, di determinarne l’area. 


§ 0. Area delle figure circolari. 


Una delle figure limitate da una curva, che si presen¬ 
tano piu naturalmente alla nostra attenzione, ó il setlore 
circolare, parte di circolo racchiusa fra due raggi e l’arco 



Ffg. 33. 


di circonferenza compreso fra lo loro estremità. Primo di 
occuparci dell’ area di questa figura, converrà che tro¬ 
viamo alcune delle principali proprietà del circolo, che 
hanno attinenza con questa ricerca. 
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Prendiamo un circolo, il cui raggio sia 1* unità di lun¬ 
ghezza, e, per le estremità dei due diametri perpendico¬ 
lari ab e cd, descriviamo le perpendicolari al diametro, 
lì circolo risulterà, in tal modo, iscritto in un quadrato 
(vedi la fig. 39), il cui lato avrà per misura 2, e l'area 4. 

Oro, supponiamo che la figura composta del circolo e 
del quadrato riceva, in primo luogo, una trazione tale che 
osai retta parallela al diametro ab si allunghi nel rapporto 
dica 1 , e quindi un'altra, tale che si allunghi nello stesso 
rapporto ogni retta parallela a cd. È chiaro che il qua¬ 
drato della prima figura, in tal modo, si dilaterà, e diven¬ 
terà un quadrato, i cui lati saranno eguali a 2 a. 



Fig. 39. 


Resta da dimostrare che il circolo dilatandosi, si conver¬ 
tirà parimente in un altro circolo. Perciò, sia or un raggio 
qualunque, e dall’eslremo r descriviamo lo perpendicolari 
pm, pn ai diametri ab e cd. Per effetto della prima trazione, le 
lunghezze eguali om ed hp si convertiranno nelle lunghezze 

0M np 1 

parimente eguali o'm', n'p', tali che = — • Si¬ 

milmente, per effetto della seconda trazione, mp e on, che 
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la prima lascia invariate, si convertiranno in m'p', o’n', tali 
, on mp 1 

che = -pp = —, mentre o'm’, n'p' si manterranno 

inalterate. Cosi, per effetto dello due trazioni, il triangolo 
opn si convertirà nel triangolo o'p'n'; il quale ha la stessa 
forma, perchè gli angoli in n ed in n', essendo retti, sono 
eguali, e si è veduto che 

np _ _ OSI 

n'p' a om' 


(cfr. pag. 128). 

Segue da ciò che il lato rimanente op deve stare ni lato 
rimanente o'p' nello stesso rapporto di 1 ad a; ossia, poi¬ 
ché op ó 1 unità di lunghezza, o'p' dev'essere eguale alla 
quantità costante a. Inoltre, poiché gli angoli pon e p'o'n’ 
sono eguali, o'p' sarà parallelo ad op. 

Concludiamo che il circolo di raggio 1 si convertirà in 
un circolo di raggio a; e perciò la figura, che se ne de¬ 
duce, applicandovi le due trazioni in discorso, è in sostanza 
quella stessa, che si vedrebbe, osservandolo sotto una 
lente, la quale lo ingrandisse uniformemente, in modo 
che ogni retta apparisse allungata nel rapporto di o ad 1. 

Da ciò seguo che la circonferenza del secondo circolo 
deve stare a quella del primo nel rapporto di a ad 1, per 
modo che le circonferenze di due circoli stanno come i 
raggi. Inoltre, se l’arco pq si converte nell’arco p'q' — cioè, 

se o'p', o'q' sono rispettivamente paralleli ad op, oq _ 

1 arco pq' starà a tq nel rapporto dei raggi dei due cir¬ 
coli. Ora pq, pq' sono eguali a qualunque altro arco del 
rispettivo circolo, che sottenda lo stesso angolo al centro; 









QUANTITÀ'. 


HO 


e perciò concludiamo, in generale, che gli archi di due cir¬ 
coli, che sottendono angoli al centro eguali, stanno fra 
loro nel rapporto dei raggi corrispondenti. 

Poiché la seconda figura è un'immagine della prima, 
che si ottiene ingrandendola uniformemente, ogni elemento 
dell'area di essa deve riuscire ingrandito in una stessa 
misura. Ora, il quadrato, nella prima figura, contiene 
quattro unità di area, e, nella seconda, ne contiene 4n s . 
Quindi ogni elemento d'area della prima figura riuscirà 
ingrandito nel rapporto di a* a 1. Perciò l’area del circolo 
della prima figura starà a quella del circolo della seconda 
come 1 ad a*; ossia, le aree di due circoli stanno tra loro 
nel rapporto dei guadraii dei raggi. 

Rappresentiamo, secondo l’uso invalso, l'area del circolo 
di raggio 1 colla lettera greca ^ (pi). Per la precedente 
proposiziono, l'area del circolo di roggio a sarà rappre¬ 
sentala da to*. 

Se, dopo d’avere stirato le rette parallele ad ab nel 
rapporto di a ad 1, le rette parallele a cd si fossero 


A' 



stirate, o compresse, invece che nello stesso rapporto, 
in quello di h ad 1, indicando con h una quantità diversa 
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da a, il quadralo della prima figura si sarebbe convertilo 
iu un rettangolo, avente lati rispettivamente eguali a 2 a 
e a 26. Ora si può dimostrare che il circolo si sarebbe 
con ciò convertito in quell’ombra, che abbiamo chiamato 
ellisse. D'altra parte, ogni elemento di area, in tal caso, 
si sarebbe dilatato nel rapporto del prodotto di a e 6 a 1 ; 
e da ciò concludiamo che l’area di un ellisse, di cui il 
massimo e il minimo raggio sono rispettivamente a e 6, 
sta a quello del cerchio di raggio uno nel rapporto di ab 
a i, vale a dire che è rappresentata da r.ab. 

Ora, procureremo di collegaro l'area del circolo di rag¬ 
gio uno, che abbiamo convenuto di rappresentare con n, 
col numero di unità lineari contenute nella sua circon¬ 
ferenza. 

Prendiamo sulla circonferenza di un circolo tanti punti 
uniformemente distribuiti, a, b, c, d, e, f. Congiungiamoli, 
nell’ordine in cui si succedono, l’uno coH'altro, e col punto 
0 , centro del circolo, e descriviamo le perpendicolari ai 
raggi cosi tracciati (ossia le tangenti al circolo) nei punti 
a, b, c, d, e, f. Costruiremo cosi duo figure perfettamente 
simmetriche, l'una delle quali si dice iscritta, e l’altra, 
circoscritta al circolo. L'area del circolo è evidentemente 
compresa fra quelle di questo due figure; e poiché la dif¬ 
ferenza fra l'area della prima e quella della seconda è la 
somma dei triangoletli azb, bJìc, cyD, ecc., la sua differenza 
dall’area della figura iscritta sarà minore della somma 
dei triangoli stessi. Ora, per ragione di simmetria, questi 
triangoli sono tulli eguali : e perciò la loro area è eguale 
al prodotto di una metà di an, che ne rappresenta l'al¬ 
tezza, per la base, che è un lato della figura iscritta. 
Quindi la somma dei triangoletli è eguale al prodotto di 
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«n per la somma dei lati della figura medesima. La somma 
di questi lati non potrà mai diventar maggiore della cir¬ 
conferenza del circolo; e a n diventa tanto più piccola, 



quanto più grande è il numero dei punti uniformemente 
distribuiti, che si prendono sulla circonferenza, per modo 
che tanto più piccola riesce la distanza di due consecu¬ 
tivi, come a e b. Per conseguenza, prendendo un numero 
abbastanza grande di questi punti, la somma dei triango- 
lelli in discorso si potrà rendere piccola finché si vuole: 
e cosi si potrà ottenere che le aree delle due figure, e 
quella del circolo, fra esse compresa, differiscano 1’ una 
dall'altra di meno di qualsiasi quantità assegnabile. Pas¬ 
sando al limite, possiamo dire che, prendendone un nu¬ 
mero infinito, queste aree riusciranno eguali. 

Ora, l'area della figura iscritta è data dalla somma delle 
aree di tutti i triangoli analoghi ad ao{J, la cui area è 
eguale a metà del prodotto dell'altezza o n per la base ab: 
e perciò, se rappresentiamo il « perimetro » della figura, 
ossia la somma di tutti i lati ab, bc, ecc., con p, l’area 

stessa sarà eguale a ~ p x on. Analogamente, se />' rap- 
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presenta la somma dei lati xjì, Jìy, ecc., della figura circo¬ 
scritta, l'area della figura sarà eguale a ~ p ' x ob. 

Poiché i triangoli oob e onn hanno la stessa forma, es¬ 
sendo rettangoli, e avendo in o un angolo comune, il rap¬ 
porto di Bn ad <jb, ossia quello ab ad a[ì, rette rispettiva¬ 
mente doppie, sarà lo stesso che quello di on ad ob. Ora, ò 
chiaro che p sta a p ' nel rapporto di ab ad a|ì; quindi p 
sta a p ' nel rapporto di on ad ob. Prendendo un numero 
abbastanza grande di punti, on si potrà rendere prossimo 
finché si vuole ad ob : quindi si potrà rendere prossimo 
finché si vuole p a />', o ciascuno di essi alla circonfe¬ 
renza del circolo, che sta fra l’uno e l’altro (*). Quindi, ni 
limite, p sarà eguale alla circonferenza del circolo, o on 
ni raggio, e concludiamo che le aree dello due figure, 
iscritta e circoscritta, che si approssimano tonto più al¬ 
l’area del circolo, quanto più grande è il numero dei loro 
lati, finiscono per diventare eguali l una aH’nltrn,ea metà 
del prodotto della circonferenza del circolo pel raggio. 
Perciò, questa dev’essere la misura dell’area del circolo, 
e troviamo cosi che 1 area del circolo di raggio a é eguale 
a metà del prodotto delia circonferenza per a. Ma si é 
trovato a suo luogo che l’area stessa ó eguale a -a*. 
Quindi la circonferenza dev'essere eguale a —.2 a. 

Questo risultato si può enunciare nei due modi seguenti: 

1. ° Il rapporto della circonferenza del circolo al dia¬ 
metro (2 a ) è una quantità costante, r .. 

2. " Il numero di unità lineari (2-) contenute nella cir¬ 
conferenza del circolo, il cui raggio ò l’unità lineare, è 


(*) Nel coso del circolo, ciò si riconosce intuitivamente. 
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doppio del numero di unità di area (z) racchiuse dalla 
circonferenza medesima. 

Il valore di n, rapporto della circonferenza del circolo 
al diametro, è una quantità, che, come il rapporto della 
diagonale del quadrato al lato (vedi pag. 124), non si può 
esprimere esattamente in numeri; un valore approssimato 
è 3,14159. 

Ora non abbiamo più alcuna difficoltà a trovare l'area 
di un settore circolare. Infatti, ó chiaro che quest'area si 
raddoppia, se si raddoppia l'arco, si triplica, se l’arco si 
triplica, e, in generale, se si prende un multiplo qualunque 
dell'arco, si forma lo stesso multiplo di essa. Segue da 
ciò, pel § 5, che due settori stanno fra loro nel rapporto 
degli archi corrispondenti, e, in particolare, che un settore 
sta all'intero circolo nel rapporto dell'arco corrispondente 
all'intera circonferenza. 

Rappresentando l’area del settore con S, e con s il nu¬ 
mero d'unità di lunghezza contenute nell'arco, questa re¬ 
lazione si potrà esprimere simbolicamente cosi : 

S_s_ 

-a* ~ 2 -a 

Di qui si ricava 

c 1 

S=- sx a, 

ossia : l’area di un settore di circolo è metà del prodotto 
della lunghetsa dell’arco corrispondente pel raggio. 


§ 10. Sull'area dei settori curvilinei, in generale. 


La conoscenza dell'area del settore circolare ci permette 
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di determinare, con quel grado d’approssimazione che si 
vuole, l'area di un settore, il cui arco sia una curva qua¬ 
lunque. Dividiamo l'arco pq in tanti archetti pa, ab, bc, cd, 
dq. Supponiamo che Torco pa sottenda, fra tutti, l’angolo 
più grande in o: e limitiamoci a considerare il caso in 
cui, facendo scorrere il punto r lungo l’arco, fino in q, la 
retta or diminuisca continuamente. In caso contrario, il 


P’ 



settore dato, oro, si potrà decomporre in tanti settori più 
piccoli, tali che la retta condotta da o all'arco diminuisca 
continuamente, nel passare da un lato aH’allro del settore, 
e lo seguente ricerca si applicherà a ciascuno di essi. Ciò 
premesso, facciamo centro in o, e descriviamo con raggio 
rispettivamente eguale a or, o A , ob, oc, od e oo gli archi 
di circolo pp', «a', 6b\ cc', r/ D ’ e oe (vedi la figura). È chiaro 
che l’area del settore sarà compresa fra quella della figura 
limitato dallo rette op, od' e dalla spezzata pp'a a'bb’ccW, 
e quella della figura limitata da oa, oq e dalla spezzata 
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(iaòbcccIdcq, per modo che differirà cosi dall' una come 
daH'allra di meno della somma delle aree p'a, aa'ì, b'c, c'rf, 
D'e, che rappresenta la loro differenza. Ora, siccome l'an¬ 
golo p'op é, per supposto, maggiore di tutti gli altri an¬ 
goli in o, la somma di queste aree sarà minore dell’area 
della figura pp/u 1 , la quale si può rendere piccola finché 
si vuole, prendendo abbastanza piccolo l’angolo aop; ciò 
che torna a prendere abbastanza piccoli tutti gli angoli 
in o (per ipotesi, minori di aop), e per conseguenza, a di¬ 
videre l’arco tq in un numero abbastanza grande di parti. 
Cosi, si potrà trovare una serie di settori circolari, tali che 
la somma delle loro aree differisca dall’area del settore 
poq di una quantità piccola finchò si vuole ; o, in altre 
parole, la ricerca dell’area di una figura limitata da una 
curva qualunque si può ridurre a quella, già compiuta, 
dell'area di un settore circolare. 11 problema non presenta 
più altra difficoltà all’infuori di quelle che nascono dal 
dover sommare un numero grandissimo di quantità: poiché 
sarà necessario di dividere l’arco in un gran numero di 
parti, per raggiungere un grado sufficiente d'approssi¬ 
mazione. 


§11. Estensione del concetto di area. 


Sia abcd una linea rientrante, che non taglia sé stessa, 
o, come vogliam chiamarla, un circuito, ed o un punto 
interno. Se s'immagina che un punto p ne faccia il giro, 
si dice che la retta op descrive l'area da esso racchiusa ; 
e con ciò s'intende di dire che le posizioni successiva¬ 
mente occupate dalla retta, prese a due a due, limitano, 
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coll’arco compreso, tanti settori elementari (*), tali che la 
somma delle loro aree, prendendo le posizioni successive 



abbastanza vicine, si potrà rendere poco diversa quanto 
si vuole dall’area chiusa dalla linea in discorso. 

Ora supponiamo che il punto o sia preso fuori del cir¬ 
cuito abcd, e procuriamo di determinare l’area descritta, 



in questo caso, dalla retta op, condotta da o al punto p, 
che s'immagina faccia, come nel caso precedente, il giro 

C) Intendasi, riferendosi a quanto fu veduto nel precedente §, 
settori circolari. Nota del Traduttore. 
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di abcd. Siano ob o od lo posizioni estreme prese dalla 
retta op, a sinistra e a destra. Allora, op, mentre p per¬ 
corre l'arco dab, si moverà in senso contrario a quello 
degl'indici dell'orologio, da destra a sinistra, e descriverà 
l'area limitala dall’arco dab, e dallo rette od e ob : e si 
moverà poi nel senso degl'indici dell'orologio, da sinistra 
a destra, mentre p percorrerà l'arco complementare bcd, 
e descriverà l’area, nella figura distinta con una doppia 
ombreggiatura, limitata da bcd e dalle rette ob e od. L'area 
racchiusa dal circuito abcd ó la differenza di questo duo 
aree; e perciò, basterà considerare la seconda, obcdo, come 
negativa, perchè la retta op, anche nel presente caso, de¬ 
scriva l’area abcd, mentre il punto p ne percorre il con¬ 
torno. Ora, il carattere che distingue il modo in cui ó de¬ 
scritta l'area odabo, da quello in cui è descritta obcdo, è 
questo, che, nel primo caso, op gira in senso contrario a 
quello in cui si movono gl'indici dell’orologio, mentre, nel 
secondo, gira nel medesimo senso. Perciò, se si fa la con¬ 
venzione di considerare le aree descritte da op come po¬ 
sitive, o negative, secondo che op, per descriverle, si movo 
in senso contrario a quello degli indici dell'orologio, o nel 
medesimo senso, dovunque sia posto o, dentro o fuori del 
circuito, quando il punto r ne farà il giro, la retta op de¬ 
scriverà l'area da esso racchiusa. 

Ora, osserviamo che p può descrivere il circuito, girando 
in senso contrario a quello degli indici dell' orologio, in 
modo da incontrare successivamente i punti abcd, o nel 
medesimo senso, in modo da incontrare successivamente 
adcb. Secondo la precedente convenzione, l'area maggiore, 
odabo, nel primo caso, sarà positiva, e, nel secondo, ne¬ 
gativa. Quindi, un'area riceve un segno determinato: e si 
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considera come positiva, o negativa, secondo che il suo 
contorno s'immagina descritto da un punto che si move 
in senso contrario a quello degli indici dell'orologio, o nel 
medesimo senso. Il concetto di area cosi esteso, secondo 
il quale un’ area ha un certo senso , nonché una certa 
grandezza, ò di fondamentale importanza, non solo in 
molti rami delle scienze esatte, ma anche per numerose 
applicazioni che riceve in pratica. 

Descriviamo per o (che, come abbiamo veduto, è un 
punto qualunque del piano del circuito) la perpendicolare 
al piano stesso, e prendiamo sopra di essa la lunghezza 
on, contenente tante unità di lunghezza quante sono le 
unità d’area racchiuse dal circuito abcd. on rappresenterà 
l'area del circuito in grandezza; e, perché la rappresenti 
anche in senso, basterà che conveniamo di prendere, in 
ogni caso, on in tal direzione che una persona, che abbia 
i piedi in o e la lesta in n, veda il punto r girare in senso 
contrario a quello degl’indici dell'orologio. Cosi, se l’area 
è positiva, n sarà al di sopra del piano, e sarà al disotto, 
se l'area é negativa. Ciò posto, si potrà rappresentare un 
numero qualunque di aree, per mezzo di altrettanti seg¬ 
menti di rette, o di passi perpendicolari ai loro piani; e 
la somma di un numero qualunque di aree, tutte poste 
in uno stesso piano, si otterrà, sommando algebricamente 
i passi che le rappresentano. 

Se alcuno aree giaceranno in piani diversi, lo rette che 
le rappresentano non saranno più tutte parallele. Ora, in 
generale, le aree si possono sommare in due diversi modi. 
Può darsi che occorra di conoscere l’area complessiva, 
come, per esempio, quando si trotta di calcolare quanto 
costerà ad inverniciare, o a dorare, un solido a più faccie; 
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e, in questo caso, si sommeranno le rette rappresentative, 
sènza preoccuparsi della loro direzione. Ma, in molti altri 
casi, si vuol trovare una quantità dipendente dalle faccie 
di un solido in tal modo che, per determinarla, bisognerà 
trattare le rette, che no rappresentano l’area, come gran¬ 
dezze aventi una certa direzione. Si possono citare, come 
esempii, le ombre proiettate da un corpo, o le pressioni 
esercitate da un gas sulle pareti del recipiente. Come si 
compongano lo grandezze dirette si vedrà nel seguente 
capitolo. L’idea di considerare le aree come grandezze di¬ 
rette si deve a Ilayward. 

§ 12. Sull’area di un groppo chiuso. 

Finora abbiamo sempre supposto che le aree in discorso 
fossero limitate da una linea rientrante, che non taglia sé 
stessa. L’area di una figura, il cui contorno ó una com¬ 
binazione qualsiasi di più circuiti, si determina altrettanto 
facilmente. Cosi, consideriamo la linea in forma di otto 
rappresentate dalla fig. 45, la quale si compone di due 
circuiti; se s'immagina di percorrerla nel senso indicato 
dalle freccio, l’area d’uno dei due circuiti risulterà posi¬ 
tiva, quella dell’altro, negativa; e perciò l'area complessiva 
sarà eguale alla loro differenza, e a zero, se, per avventura, 
esse avranno la stessa grandezza. Una linea chiuso, che, 
come questa, taglia só stessa, si può chiamare un groppo , 
i punti «in cui si taglia si sogliono chiamare nodi. 

Una linea in forma di otto ò quindi un groppo con un 
nodo. Quando l’area di una data linea rientrante s imma¬ 
gina descritta da una retta condotta da un punto fisso, a 
un punto che si move lungo la linea, l’area varia a se- 
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conJa del modo in cui si suppone che il punto si mova. 
Ma, so s’immagina che la linea sia disegnata dallo stesso 
punto mobile, l'area riceverà un valore, corrispondente 
al modo speciale in cui si suppone descritto il perimetro, 
perfettamente determinato. 

Ora, mostreremo come il groppo più complesso si possa 
sempre decomporre in tanti circuiti, e come la sua area 
complessiva si deduca dalle aree di essi. 

Indichiamo per mezzo di freccio la direzione secondo 
la quale s'immagina che il perimetro sia descritto; e 
consideriamo, in primo luogo, le due linee rappresentate 
dall'annessa fig. 45. È chiaro che, se s’immagina che p 
non attraversi il nodo a, ma percorra prima il circuito 
ac, e poi il circuito ad, facendo il giro di ciascuno nella 
direziono indicata dalle freccio, l’area descritta dalla retta 
mobile op non sarà da ciò alterata. Ora, a quesfo modo, 
ogni linea, che taglia sé stessa in un nodo, si potrà con¬ 
vertire in due circuiti, che si toccano nel punto individuato 
dal nodo. Questa risoluzione dei nodi si può rendere ma¬ 
nifesta all'occhio, rappresentando i due circuiti, che effet¬ 
tivamente si toccano, alquanto discosti l’uno deH'allro. La 
seguente figura rappresenta due nodi sciolti in questa 
maniera. 



Ciò premesso, il lettore non incontrerà più alcuna dif- 
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ficoìlà a scomporre un groppo, per complesso che sia, 
in semplici circuiti.. L’area racchiusa dal groppo sarù la 
somma algebrica delle aree di questi circuiti, e le frecce 
distribuite lungo il perimetro basteranno per indicare 
quando si devono prendere come positive, o come nega¬ 
tive. Ecco un esempio: 



l'Ig. 40 . 


In questo caso, il groppo si riduce a un circuito nega¬ 
tivo a, e ad un grande circuito positivo b, che comprende 
i due circuiti positivi c, d, il primo dei quali comprende, 
olla sua volta, un piccolo circuito e, egualmente positivo. 



Perciò l’area complessiva racchiusa dal groppo è eguale 

11 


Clifford. 
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a b -+- c -f- d -J- e — a. Lo spazio segnato nella prima 



figura con s, si riconosce dalla seconda che non rappre¬ 
senta porte alcuna dell'area in discorso. 

§ 13. Sui volumi dei solidi. 

Consideriamo, in primo luogo, il solido limitato da tre 
paja di piani paralleli, rispettivamente perpendicolari, che, 
con termine tecnico, si chiama un « parallelepipedo ret¬ 
tangolo. » Se uno spigolo di questo solido si allungherà 
o si accorcierà, in un rapporto qualsiasi, mentre gli spigoli 
non paralleli si mantengono invariati, il volume del solido 
varierà nello stesso rapporto. 

Segue da ciò che, preso un cubo, per dedurne un pa¬ 
rallelepipedo rettangolo, basterà applicarvi tre trazioni 
(o compressioni) rispettivamente parallele alle tre serie di 
lati paralleli. Siano oa, oij, oc i tre lati del cubo, che con¬ 
corrono in un vertice, o. Stiriamo oa finché diventa oa', 
e sia a il rapporto di oa' a oa; perché il solido resti sempre 
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un parallelepipedo rettangolo, tutte le rette parallele ad 
oa si dovranno stirare nello stesso rapporto. Si otterrà 



Flg. 40. 


cosi un parallelepipedo rettangolo, di cui sarà un qua¬ 
dralo soltanto la sezione perpendicolare a oa'. 

Ora, stiriamo anche ob, finché diventa eguale a ob'; 
sia b il rapporto di ob' a ob, o stiriamo in questo rap¬ 
porto tutte le rette parallele a ob. Otterremo, in tal modo, 
un nuovo parallelepipedo rettangolo, di cui soltanto una 
serie di lati avrà la lunghezza del lato del cubo originario. 
Finalmente, stiriamo oc finché diventa eguale a oc’, e 
nel rapporto di oc' a oc, che rappresentiamo con e, stiriamo 
tutte le rette parallele a oc. Di nuovo si otterrà un pa¬ 
rallelepipedo rettangolo; ed ecco dunque che, mediante 
un’operazione consistente di tre trazioni, il cubo si con¬ 
verte nel solido in discorso. Supposto che il volume del 
cubo contenga un’unità, è chiaro che quello del solido 
cosi formato, ne conterrà ale; e un ragionamento simile 
a quello che abbiamo fatto nel caso analogo del rettangolo 
(pag. 130) varrà a dimostrare che abc = cba = bac, 
ossia che l'ordine in cui si moltiplicano tre rapporti é 
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indifferente. Chiamando la faccia a'c' la base, e lo spigolo 
OB' l 'allena del parallelepipedo, ac rappresenterà l'area 
della base, e b la misura dell’altezza; e perciò il volume 
di un parallelepipedo rettangolo è eguale al prodotto della 
base per l'altezza. 



Ora, trasformiamo il solido considerato, e perciò imma¬ 
giniamo, in primo luogo, che la faccia befg si sposti nel 
proprio piano, in modo che i suoi lati si mantengano pa¬ 
ralleli a sé stessi; ciò che si otterrà, facendo scorrere i 
punti b ed e rispettivamente lungo bf ed eg, come lungo 
due guide, per un tratto eguale. Se b'e'g'f' è la nuova 
posizione di befg, si riconoscerà facilmente che i due solidi 
cuneiformi bee'b’oc e fgg'f'ad sono perfettamente eguali, 
essendo rispettivamente eguali le faccie corrispondenti. 
Per conseguenza, il solido oo', dedotto colla precedente 
operazione del parallelepipedo rettangolo primitivo, avrà 
lo stesso volume. Ora, si sposti b e'f'g' nel proprio piano, 
facendo scorrere b' ed f' per un tratto eguale, lungo le 
rette b'e' e f'g', e supponiamo che acquisti la nuova 
posizione b"e''f"g". I due solidi in forma di cunei obliqui, 
b'b"f"f'ao e e'e"g"f dc, saranno eguali; quindi il vo¬ 
lume del solido b"e"g"f'dc, ottenuto con questa seconda 
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trasformazione, sarà eguale a quello del solido ottenuto 
colla prima, e, per conseguenza, a quello del parallele¬ 
pipedo primitivo. Ma, per mezzo di due trasformazioni, 
limili alle precedenti, la Taccia begf si potrà trasportare 
m ([unlsiasi altra posizione, come b" e" o" f", posta nello 
sless0 piano, e nella quale i lati conservano lo loro pri¬ 
mitive direzioni. Quindi, il volume di un parallelepipedo 
rettangolo non varia, se, mantenendo fissa una delle faccie, 

«d sposta la faccia opposta nel proprio piano, e paralle- 
1,.mento a sè stessa : del resto, in modo qualsivoglia. Da 
cià concludiamo che il volume del solido limitalo da tre 
paja di piani paralleli, che si chiama, in generale, un pa¬ 
rallelepipedo, è eguale al prodotto dell' area di una delle 
sue faccio, per la distanza perpendicolare fra questa faccia 

e l'opposto. Questo, difatti, è la misura del volume del 
parallelepipedo rettangolo, nel quale il solido consideralo 
si trasforma, per mezzo della precedente operazione, che, 
come abbiamo veduto, non altera il volume. 

Determinato cosi il volume del parallelepipedo, possiamo 
facilmente trovare quello del cilindro obliquo. Si chiama 
cilindro retto il solido generato da un'area qualsiasi, che 
si move parallelamente a sè stessa, in modo che un punto 
qualunque, r, scorra lungo una retta, rr', perpendicolare 
all'area mobile (fig.51). Il volume di questo solido è misu¬ 
rato dal prodotto dell'altezza rr' per l’area generatrice. 
Esso infatti si può concepire come composto di tanti pa¬ 
rallelepipedi rettangoli elementari, tutti d’altezza rr', le 
cui basi si possono prendere cosi piccole, da coprire nè 
più nò meno dell’area acbd. 

Da un cilindro retto si deduce un cilindro obliquo, spo¬ 
stando la faccia a'c'b'd' nel proprio piano, in modo qual- 
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si voglia. Ora, questa operazione non farà che trasfor¬ 
mare ogni parallelepipedo rettangolo elementare, come 



A' 


C 


Fig. 51. 


pp, in un parallelepipedo obliquo dello stesso volume. 
Quindi il volume del cilindro obliquo é lo stesso che quello 
del cilindro retto al quale si riduce colla precedente tras¬ 
formazione: e perciò ó eguale al prodotto dell'area della 
base, per la distanza perpendicolare delle sue faccie. 


§ i4. Sulla misura degli angoli. 


Finora si ó trattato di quantità d'area o di volume; ora 
dobbiamo occuparci di quantità d'angolo. Nel capitolo sullo 
spazio (pag. 79) abbiamo detto come gli angoli si potessero 
misurare col compasso; ma era un metodo di misura 
puramente relativo, e non ne abbiamo dedotto un’ unità 
assoluta. Noi potevamo immaginare di prendere per unità 
qualunque apertura del compasso, e rappresentare ogni 
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altro angolo col suo rapporto a questo angolo particolare, 
fissato una volta per tutte. Invece, se si misurano gli an¬ 
goli col metodo di cui passiamo a discorrere, si presenta 
Spontaneamente un'unità, sulla quale gioverà che ci trat¬ 
teniamo alquanto, perchè, nel capitolo sulla Posizione, ne 
faremo frequentemente uso. 



Sia aob un angolo qualunque, c, Tatto centro in o, de¬ 
scriviamo, con raggio a, un cerchio, che incontri i lati 
dell’angolo in a e in b. È chiaro che, se si prendesse un 
angolo doppio, triplo, o, in generale, eguale ad un mul¬ 
tiplo qualunque di aob, l’arco compreso fra i suoi lati 
risulterebbe rispettivamente doppio, triplo, o eguale a quello 
stesso multiplo di ab. Da ciò segue che gli angoli al centro 
di un circolo variano come gli archi che comprendono ; 
per modo che, se 0, 0’ rappresentano due angoli che com¬ 
prendono rispettivamente gli archi s, s', il rapporto di 0 a 0' 
sarà lo stesso che quello di s a Ora supponiamo che 0' 
rappresenti quattro angoli retti ; allora, s' sarà l’intera 
circonferenza: ossia, per quanto si è veduto a suo luogo, 
2-a. Abbiamo cosi 

0 __ * 

quattro angoli retti — 2 za ' 
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Ora, ù di estrema importanza che l'angolo, che si sceglie 
per unità, riesca sempre lo stesso, qualunque sia il cir¬ 
colo sul quale si misura l'arco corrispondente. Questa 
condizione ó soddisfatta, so si prende per unità l’angolo 
che comprende l'arco eguale al raggio del circolo, cioè 
l'angolo 0 pel quale s = a. Quest’angolo, per la precedente 

proporzione, 6 eguale a di quattro retti, ossia a ^ di 

due retti, ossia, approssimativamente, a 0, G3G di un retto, 
per modo che é una fraziono costante di angolo retto. 

Preso per unità l'angolo cosi definito, dalla proporzione 
6: fy = 8: s', segue che 0 deve stare all’unità come s al 
raggio a, por modo che 

s = aO. 

Quindi, scelto l’angolo unitario in quel modo, ogni altro 
angolo sarà misuralo dal rapporto dell'arco compreso al 
raggio del circolo. Ma si è visto (pag. 149; che angoli al 
centro eguali, in circoli diversi, comprendono archi propor¬ 
zionali ai raggi corrispondenti. Quindi, il rapporto dell’arco 
compreso da un determinato angolo al centro al roggio 
sarà lo stesso, qualunque sia il roggio; e, per conseguenza, 
la precedente misura dell’angolo ó indipendente dal raggio 
del circolo al guale immaginiamo di riferirci. Questa è 
la proprietà principale della cosi della misura circolare 
degli angoli, ed ó in virtù di essa che questa misura 
riesce tanto vantaggiosa. 

La misura circolare di un angolo qualsivoglia, per quanto 
precede, 6 il rapporto dell’arco che un angolo eguale, 
preso al centro di un circolo qualsiasi, intercetta sulla 
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circonferenza, al raggio del circolo medesimo. Per con¬ 
seguenza, la misura circolare di quattro angoli retti ò il 

2 Tra 

rapporto dell'intera circonferenza al raggio, ossia , o 
finalmente 2 77 . Cosi, quella di due retti è 77 , quella di un 
retto, quella di tre retti 3 J', e via discorrendo. 


§ 9. Sulle poiense frationarie. 

Prima di abbandonare lo studio della quantità, converrà 
che ritorniamo sull'argomento delle potenze, che abbiamo 
sfiorato nel capitolo sul Numero (pag. 18). 

Ivi abbiamo introdotto il simbolo a» per rappresentare 
il risultato, che si ottiene, moltiplicando a n volto per sò 
stesso. Da questa definizione si deduce facilmente l'identità : 

a» x at x ai x a r = a « + t H + r , 

Difatti, il primo membro esprime che a si deve molti¬ 
plicare n volto per sé stesso, quindi il risultalo cosi otte¬ 
nuto si deve moltiplicare per ar, ossia per a moltiplicato 
p volle per sè stesso, e cosi via: per modo che si potrà 
rappresentare anche cosi : 

( axaxaxa...n fattori) 
x. (a x. a x a x a ... p » ) 
x (a x a x a x a ... <7 » ) 
x(axaxaxa...r » ). 


Ora, è chiaro che ciò fa lo stesso come (a xax ax a... 
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n+p-\-q+r fattori), che, per la precedente definizione, 
non ó altro che a» + t + j + r . 

Se 6 è tal quantità che b” = a, b si chiama la radice 
» m " dia: ciò che si esprime simbolicamente colla scrittura 

n _ _ 

b — j/ a. Cosi, poiché 8 = 2 3 , 2 ó la radice terza, o cu¬ 
bica, di 8; e poiché 243 = 3 5 , 3 si chiama la radico quinta 
di 243. 

Ciò premesso, rammentiamo che, in fine al primo ca¬ 
pitolo , abbiamo veduto quanto riesca istruttivo, in molli 
casi, estendere il significalo dei simboli. Vediamo, se, per 
avventura, si può generalizzare il significato di a». Questo 
simbolo cessa d'avere un senso qualsiasi, quando n è una 
frazione, o è negativo. È ovvio che moltiplicare una quan¬ 
tità per so stessa un numero frazionario, o un numero ne¬ 
gativo, di volte sono parole senza senso. Quindi, supposto 
n frazionario o negativo, volendo adattare ad a« il signi¬ 
ficato stabilito dalla definizione originaria, che suppone n 
intero e positivo, si cado nell’assurdo. Ma, perciò, a», in 
questi casi, non é suscettibile d'alcuna interpretazione? 

In si fatto caso, noi ricorreremo alle proprietà che il sim¬ 
bolo possiede, in virtù della sua originaria definizione, e 
procureremo di stabilirne il significato, in modo che le 
conservi. La proposizione fondumentale della teoria delle 
potenze intere ó che 

a" + t + { + r + .. . = a n x x a7 x a r X ... : 

relazione valida, qualunque sia il numero delle quantità 

; 

n i P> ( U r. Ora, si tratti di interpretare il simbolo a™ dove 
l 

— rappresenta una frazione. Perciò, ammettiamo che questo 
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simbolo soddisfaccia alla precedente relazione: e, per de¬ 
terminarne il significato, supponiamo che sia n — p — 7 

_ r — ... = —1 e che queste quantità siano in numero 

m 

di m. Allora, 


n + p + 7 -p r _ m x — f ; 


donde 



m fattori. 


Quindi a m dev’essere tal quantità, che, moltiplicata m volte 
per sé stessa, dia a’. Ma, per la definizione precedente 
(png. 170), una quantità, che, moltiplicata m volte per sé 

stessa, dà a', è una radice m a ‘ di a'. Concludiamo che a « 
rapppresenta una radice di a 1 , 0 , colle note abbre¬ 
viature, 


1 «_ 

a" = l/a 1 . 

Cosi, dal teorema fondamentale delle potenze si è dedotto 
un significato, che possiamo attribuire ad a«, quando n ò 
una frazione. 

Dallo stesso teorema si deduce altrettanto facilmente un 
significato, che allo stesso simbolo possiamo attribuire, 
nel caso che n sia una quantità negativa. 

Per quel teorema, a" x a? = a" + f. Ora, per interprc- 
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lare a — «, supponiamo che sia p = — n. Troviamo cosi 
a» x a — « = a n — ” = a°= 1 (per ciò che si è veduto a 
pag. 30). Di qui, dividendo per a», si ricava 


1 



cioè a — » è la quantità, elio, moltiplicala per a", dà per 
prodotto l’unità, o, come si suol dire, a — ” ó la quantità 
inversa di a". Cosi, per esempio, qual’é l'inversa di 4? 

Evidentemente, 4 si deve moltiplicare per ' per ottenere 

per prodotto l’unità. Quindi 4-i = E, poiché 4 = 2-, 

•I 

2— 2 è lVncersa di 4, o di 22. 

La teoria completa delle potenze intere, frazionarie e 
negative, altrimenti chiamata teoria degli esponenti, ha 
non piccola importanza nello studio matematico delle quan¬ 
tità simboliche. Ma, la trattazione di questo argomento ci 
obbligherebbe a scostarci troppo dai limiti di quest’opera. 
Qui ne abbiamo esposto quel poco che basta perchè il 
lettore possa intendere quella parte del seguente capitolo, 
dove si fa uso di potenze frazionarie. 








CAPITOLO IV. 


POSIZIONE 


§ 1. Ogni posizione è relativa. 

Al lettore sarà certamente accaduto qualche volta che 
un forestiero lo fermasse per via, per rivolgergli una do¬ 
manda di questo genere: « Mi sapreste dire dov’ó l’Al¬ 
bergo Milano? » — « Che strada debbo tenero per andare 
ni Duomo? » — « Dov’è la via Alessandro Manzoni? » 
Comunque si possa rispondere a tali domande, la risposta 
potrà sempre riassumersi in questa : La strada, l’edificio 
domandato ò Là. E in tal modo se ne indicherà la po¬ 
sizione. 

Questo là, in pratica,si spiegherà con una certa frase; 
per esempio, cosi: « Andate avanti dritto, poi voltale per 
la prima via a destra, quindi per la seconda a sinislra, 
e, a cento metri, troverete l’Albergo Milano. » 

Esaminiamo la domanda e la risposta. « Dov’è l’Al¬ 
bergo Milano?» Per disteso si dovrebbe dire: «Che strada 
debbo tenere, per andare di qui » (cioè dal luogo, dove 
si suppone fatta la domanda) « all'Albergo Milano? »; e 
ciò è quanto significa quella domanda. 
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Ora, se si rispondesse al forestiero che il « Milano » 
si trova a cinquanta passi dalla Chiesa di San Francesco, 
in via Alessandro Manzoni, questa indicazione non gli 
servirebbe a nulla, a meno che non sapesse dov’ó quella 
chiesa, o, per lo meno, quella via. E altrettanto vano sa¬ 
rebbe rispondergli : Il « Milano » si trova in fondo a via 
del Monte Napoleone, se egli non sapesse dov’ è posta 
quest'altra via. 

Pure, queste proposizioni, in un certo senso, rispondono, 
l una e l’altra, all'interrogazione « Dov’ è il « Milano »? » 
In vista della Chiesa di San Francesco, o in via del Monte 
Napoleone, il là si dovrebbe indicare in tal modo. Si vede 
cosi che l'interrogazione doce? ammette un'infinità di ri- 4 
sposte, corrispondenti olle infinite posizioni possibili — o, 
se vuoisi, ai possibili qui — di chi la rivolge. Il clooe sup¬ 
pone sempre un certo qui , per rispetto al quale la posi¬ 
zione richiesta dev’ essere determinata. II lettore rico¬ 
noscerà immediatamente che domandare « Dov'ó il « Mi¬ 
lano»?» senza intendere « Dov’è, per rispetto a qualche 
altro determinalo luogo? » è fare una domanda, che non 
ha più senso di questa : « Che strado devo tenere per 
nndaro dal « Milano » a un luogo qualsiasi? », non allu¬ 
dendo ad alcun luogo speciale. 

Da queste osservazioni si ricava la primo proposizione 
generale, intorno alla posizione. Noi non possiamo indi¬ 
care il doce di un luogo, o di un oggetto, so non indicando 
come vi si può arrivare, partendo da un luogo, o da un 
oggetto, determinato. Il suo doce si determina per rispetto 
ad un qui. Ciò si esprime, in poche parole, dicendo che 
« Ogni posizione è relativa. » 

Nello stesso modo che la posizione dell'Albergo Milano 
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è puramente relativa agli altri fabbricati della città, e 
quella della città stessa, alle altre città, la posizione di 
un corpo qualunque dello spazio non è che relativa agli 
altri corpi. Discorrere della posizione della terra, nello 
spazio, non ha senso, a meno che non si pensi, in pari 
tempo, a quella del sole, o di Giove, o di una stella, o, in 
somma, a quella di qualche altro corpo celeste. 

Questa proprietà si chiama talvolta 1' « uniformità dello 
spazio. » Tale espressione significa puramente che nello 
spazio non vi è nulla, che i nostri sensi possano perce¬ 
pire, che valga a determinare la posizione (*). Un gran 
foglio di carta bianca, sul quale siano disposti tanti og¬ 
getti, ci fornisco un'immagine dello spazio; e fissare la 
posiziono di un corpo nello spazio ò un’ operazione in 
certo qual modo simile a distinguere un oggetto su questo 
foglio: operazione, che suppone la coesistenza di almeno 
due oggetti: e, riducendosi a determinare un questo e un 
quello, ua qui e un là, implica il concettodi posizione relati va. 

§ 2. La posisione si può determinare per messo di passi 
diretti. 

Dalla domanda « Dov’ò il « Milano »? » passiamo alla 
risposta: « Andate avanti dritto, poi voltale per la prima 
via a destra, quindi per la seconda a sinistra, e, a cento 
inetri, troverete il « Milano ». » 

« Andate avanti dritto » significa di seguitare per la 
strada, dove s'immagina fatta la domanda, nella direzione 
(« avanti ») in cui il forestiero era già incamminalo, op¬ 


pi Su questo punto ritorneremo in seguito. 
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pure in un'altra, indicata dalla mano. Supposto che le vie 
non sian curve, ciò torna a dire « Tenete una certa dire¬ 
zione. » Fin dove? A ciò risponde la seconda indicazione: 
Poi voltate per la prima via a destra. Più precisamente, 
supposto che questa via si trovi a 50 metri, si potrebbe 
dire: Tenete questa direzione per 50 metri. Nell'annessa 
figura, ciò è rappresentato dal passo ab, dove a é la po¬ 
sizione nella quale s'immagina fatta la domanda. In b il 
forestiero deve voltare a destra, e, secondo la terza indi¬ 
cazione, deve passar oltre la prima via a sinistra, in c, 
e prendere la seconda, in d. Più precisamente, si sarehbe 
potuto indicare la distanza bd, che supporremo di 80 metri. 
Allora, la seconda e la terza indicazione, combinale in¬ 
sieme, torneranno a questa : Da b seguite per 80 metri una 
certa direzione, cioè bd. Per definire esattamente questa 
direzione, bd, per rispetto alla primitiva, ab, si può fare 



f 

à 

Fig. 53. 

nel seguente modo. Se il forestiero, giunto in b, invece 
di cambiar direzione, andasse avanti diritto, per altri 
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80 metri, arriverebbe al punto i/. Perciò, misurato che 
sia l'angolo d'bd, formato dalla via, dove si suppone fatta 
ìa domanda, colla prima via a destra, facendo girare bd', 
intorno a b, dell'angolo d'bd, riuscirà determinata la dire¬ 
zione di bd, e, ad un tempo, la posizione di d. Ricorrendo 
«Ha stessa rappresentazione, di cui ci siamo valsi per de¬ 
finire la misura positiva e negativa delle aree (pag. 157), 
l'angolo d'bd maggiore di due retti, è l'angolo di cui bd- 
deve girare in senso contrario a quello degl’indici dell’oro¬ 
logio, per prendere la posizione bd'. Per brevità, indichiamo 
questo angolo con {ì, e inventiamo un simbolo, {£}, per 
indicare l’operazione : far girare la direzione in cui si 
commina di un angolo {4, in senso contrario a quello de- 
s rindici dell'orologio. Valendosi del simbolo r./ 2, per rap¬ 
presentare l’angolo retto, si avranno le indicazioni sim¬ 
boliche seguenti: 

j 0 | = Andar avanti dritto, 
j -/g | = Girare ad angolo retto a sinistra. 

( - J = Faro un mezzo giro. 

jD-/ 2 j = Girare ad angolo retto a destra. 

Cosi, l'angolo che figura nell'operazione simbolico ó mi¬ 
noro di due retti, quando, partendo dalla direzione primi¬ 
tiva, ab, si volta a sinistra, ed é maggiore di due retti, 
quando si volta a destra. 

Se il nostro forestiero, invece che in d, dovesse enduro 
in d’, Tarebbe 50 metri per arrivare in n, poi altri 80 per 
arrivare in d’: e farebbe cosi, percorrendo il tratto ab + bd', 
50 metri 4- 80 metri. Per indicare che, giunto in b, egli 
dove voltare, ci vagliamo dell’operatore di rotazione jji| f 


Clifford. 


12 
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che poniamo davanti agli 80 metri, che devono essere 
percorsi nella nuova direzione; e colla scrittura 50 4 - 
rappresentiamo l'indicazione : Camminate per 50 metri in 
una certa direzione ab, poi girate di un angolo [i in senso 
contrario a quello degl'indici dell’orologio, e, nella nuova 
direzione, fate altri 80 metri. 

Ora abbiamo tutto quello che occorre, per dare l'espres¬ 
sione simbolica completa delle indicazioni, che serviranno 
al forestiero per trovare l'Albergo Milano. Lo quarta indica¬ 
zione è: In d voltate a sinistra, e fate 100 metri nella dire¬ 
ziono cosi determinata. Rappresentiamo con dg' 100 metri 
misurati secondo il prolungamento di bd; allora, dobbiamo 
far girare dg', in senso contrario a quello degl'indici del¬ 
l’orologio, di un angolo g’dg, finché prende la posizione 
dg, e g sarà la posiziono del « Milano. » Rappresentiamo 
l'angolo g'do con y. L’indicazione in discorso sarà espressa 
da jyj 100. Quindi, lo spiegazione complessiva si potrà rup- 
presenlare simbolicamente colla scrittura 

50 + j [ij 80 + jyj 100, 

dove i numeri esprimono altrettanti metri. 

Ma vogliamo che nello nostra spiegazione simbolica lo 
vie non figurino più come un mezzo necessario per de¬ 
finire la direzione; poiché, nella precedente, i primi 50 
metri si devono fare nella eia, dove s’immagina fatta la 
domanda. Per sbarazzarci di questa via, basta che ne 
supponiamo determinala la direzione dall’ angolo di cui 
deve girare un indice d’orologio, in senso inverso, per 
raggiungere la direzione stessa, partendo da qualche 
altra direzione, fissa, o scelta a piacere. Immaginiamo, per 
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esempio, che il forestiero abbia con sé una bussola, e sia 
aN , a direzione dell - ago magnetico, nel punto a. Allora, 
la posizione della via ab si potrà definire come una di¬ 
rezione, che segna un certo numero di gradi a est dal 
nord: o, per attenerci al solito metodo, si potrà determi¬ 
nare per mezzo dell'angolo a, di cui l'ago dovrebbe girare, 
attraverso owest e sud, per raggiungere la posizione ab. 
In tal caso, interpreteremo la notazione jz|50cosl: Fate 
50 metri nella direzione, che forma col nord un angolo, 
misurato attraverso owest, eguale ad x. 

L'espressione simbolica 

j*J 50 + jfij 80+jyj 100 

della nostra risposta è, come si voleva, completamente 
liberata da ogni idea di vie. Essa spiega come si possa 
passare da a in c, senza ricorrere ad alcuna circostanza 
locale; e definisco la posizione di o per rispetto ad a in 
modo puramente geometrico, ossia, per mezzo di passi 
diretti. Difetti, tradotta in linguaggio comune, significa: 
Dui punto a di un piano, fate un passo, ab, di 50 unità, 
in una direzione formante un angolo *, con una direzione 
fissa ; da b fate un passo bd, di 80 unità, formante col 
precedente, ab, l’angolo fi; finalmente, da n fate un passo, 
D o, formante l'angolo y con bd. Tutti questi angoli s'in¬ 
tendono misurati in senso contrario a quello degl'indici 
dell’orologio, nel modo che fu precedentemente spiegato. 

§ 3. Addizione dei passi diretti o vettori. 

Confrontando l'indicazione simbolica 

jz| 50 4- 80 + jyj 100 
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coll'annessa figura, si vede che jzj 50 rappresenla il passo 
ad, considerato come definito da una certa direzione, olire 
die da una certa grandezza. Similmente dobbiamo inten¬ 
dere che bd e do rappresentino, oltre un numero, una 
direzione determinata, vale a dire che siano, come ab, 
passi aventi una certa direzione, o, come vogliamo chia¬ 
marli, passi diretti. A questa condizione, modificando cioè 
il primitivo significalo di un segmento come ab, bd, do, e 
del segno -j-, potremo sostituire olla nostra spiegazione 
simbolicamente espressa 

j*}50+j?}80 + jyj 100, 
l’espressione geometrica equivalente 

i 

AB -f- BD -f- DG. 

* » 



1 concetti di quantità o d’addizione ricevono cosi un 
nuovo e più esteso significalo, ab + bd dg non signi¬ 
fica più che si deve aggiungere il numero di unilù con¬ 
tenuto in bd, a quello contenuto in ab, e quello contenuto 
in dg alla somma di essi, ma indica che si deve descrivere 
un passo ab in una certa direzione, quindi un passo bd, 
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partendo dal termine di esso, in un’altra direzione deter¬ 
minala, e finalmente un terzo passo do, egualmente in 
una data direzione, partendo dal termine d del secondo. 
11 risultato dell'operazione è di condurci da a in o. Ora 
è chiaro che si passa egualmente da a in G, mediante il 
passo diretto ag. Quindi, attribuendo al vocabolo « eguale », 
e al segno corrispondente =, un significato più esteso, 
adoperandoli per indicare l'eguaglianza dei risultali di 
duo operazioni, potremo scrivere 

ao = ad + bd + DG, 

espressione che va letta : ag è eguale alla somma di ab, 
no e dg. 

I passi come quelli che abbiamo considerato nel capi¬ 
tolo sullo quantità, che, se si rammento, erano grandezze 
segnato lungo una retto tracciata ad arbitrio, si chiamano 
passi scalari, perchè non dipendono che dalla scala in 
cui si rappresento una certa quantità. 1 passi scolari si 
sommano, e si sottraggono, disponendoli l'uno di seguilo 
all'altro, secondo una retto ijualsicoglia (vedi il § 2 del 
Capitolo HI). 

Un passo che ha direzione , non che grandezza, si 
chiama un passo vettore, perchè ci trasporta do una po¬ 
sizione dello spazio ad un' altra. 11 senso in cui si deve 
prendere il passo si suol indicare per mezzo di una frec¬ 
cia. Per esempio, nella fig. 54, il passo ab, si deve descri¬ 
vere da a in b, e, per indicar ciò, la punta della freccia 
è volta verso u. Colle lettere, la stessa cosa si indico,, 
scrivendo a prima di b. 

II metodo, col quale siamo arrivali al concetto di passi 
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vettori, mostra a prima vista, come i passi medesimi si 
debbano sommare. I passi vettori si sommeranno, dispo¬ 
nendoli 1' uno di seguito all' altro, ciascuno nella propria 
direzione, e in modo che un punto, il quale scorra lungo 
il zigzag cosi formato, si mova sempre nella direzione 
indicata dalle treccie: cièche si esprime in poche parole, 
dicendo che i passi si devono disporre in senso continuo. 
Allora, la somma dei passi vettori considerati, ó il passo 
diretto che congiunge l'origine del zigzag eoi suo termine. 

Siano ab, cd, ef e tjh (fig. 55) altrettanti passi diretti. 



Descriviamo ab eguale e parallelo ad ab : quindi da b, bc 
eguale e parallelo a cd : poi, da c, cd eguale e parallelo 
ad ef: e, finalmente, da d de eguale e parallelo a oh. 
Cosi, il nostro zigzag ó tracciato in modo che le treccie 
si succedono tutte « in senso continuo. » Quindi il passo 
diretto ab sarà la somma dei quattro vettori dati. Supposto, 
per esempio, che da c si spicchi il passo cd’, eguale e 
parallelo ad ef, come cd, ma dalla parte opposta di bc, e 
si conduca poi d'e' eguale e parallelo a gh, il lettore ri- 
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cera a colpo d’occhio che, in questo caso, le Treccie 

• « nV non si succedono in senso continuo, per 
in bc, cd t? v & . 

modo che in c non si piglia la direzione giusta. 

Omindo lutti i vettori hanno la stessa direzione, è chiaro 

he il zigzag si riduce ad Una retla ’ ® perci6, in qUeSl ° 
C • noesi vettori si sommano come le quantità scalari, 
caso, i pas=» . 

Segue da ciò che, quando i passi vettori si possono con¬ 
siderare come scalari, il nostro concetto più esteso di ad¬ 
dizione prende l’ordinario significato aritmetico. 

possiamo ora enunciare una qualità importantissima 
della posizione, considerala in un piano: cioè che, se 
la posizione di o per rispetto ad a è rappresentala dal 
pa *so diretto ag, essa sarà anche rappresentata dalla 
«omma di un numero qualsiasi di passi diretti, il primo 
dei quali ha l'origine in a, mentre l’ultimo ha il termine 
in o (vedi la fig. 56). Ciò è simbolicamente espresso dalla 
relazione : 


AG = AB + BC + CD 4- DE -f- EF +- FG. 

Riprendendo l'esempio di poco fà,ó chiaro che avremmo 
potuto dirigere il nostro forestiero all'Albergo Milano, per 
mezzo di una serie d'indicazioni completamente diverse 
dalle precedenti: facendogli fare, per esempio, lunghi 
giri, dentro e Tuori della città, prima d’arrivare al luogo 
domandato. Ma, comunque egli possa arrivare in o, il ri¬ 
sultato finale del suo cammino sarà sempre di raggiun¬ 
gere quel punto a cui arriverebbe, facondo il passo ag, 
fatta astrazione dogli ostacoli, o, come si suol dire, a volo 
d'uccello. 

Apparisce da ciò che, in virtù del concetto più esteso 
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di addizione, due qualunque zigzag di passi diretli, abcdefg 
e a'b'c'd'e’f'g' (che potranno anche contenere un numero 
diverso di passi componenti), i quali cominciano entrambi 


Fi?. 51. 


in uno stesso punto, a, e finiscono in uno stesso punto g, 
si devono considerare come indicazioni equivalenti ; vaio 
a dire, si deve porre 

AB DC -J- CD + DE -f- EK -J- FO = aG — 
ab’ -f- b'c' -+- c'd' D'e' -f- EF’ + F'G. 

In altre parole, due distinte serie di passi diretti hanno 
egual somma, quando, partendo da un'origine comune, o 
sommando i possi dell'una e dell'altra a modo di vettori, 
il termine risulta per entrambe lo stesso. 

Ora supponiamo che il forestiero domandasse la strada 
per ondare al « Milano, » mentre si trovava, senza sa¬ 
perlo, in faccio a quell’albergo, e che la persona, alla 
quale si é rivolto, gli desse indicazioni esatte: ma, facen¬ 
dolo voltare, a destra e a sinistra, per una serie di vie 
opportunamente combinata, lo mandasse un buon tratto 
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lontano, in giro per la città, prima di ricondurlo al punto a. 
donde è partito. In questo caso, il « Milano * si dovrà sup- 
porre, non più in o, ma in a. Il risultato di quel giro, 
c«senJo di ricondurre il forestiero al punto di partenza, 
sarà debitamente rappresentato da un passo nullo; e, per 
conseguenza, porremo (fig. 50). 

AD q- BC + CD + DE -1- EF + FO + 6A = 0: . . . . (t) 
eguaglianza, che, tradotta in parole, significa : La somma 
di tanti passi vettori, che formano i successivi lati di un 
zigzag chiuso è zero. Oro, si è precedentemente trovab- 

che 

ad + BC + CD DE -f- EF -f- FG — AG .(2) 

Quindi, perchè le due relazioni (1) e (2) sussistano insieme, 
dev'essere — ga eguale ad ag, ossia 

ag -j- ga — 0. 

Questa relazione esprime puramente che, se si passa do 
a a o, poi da g ad a, l'operazione complessiva si riduce 
ad un passo nullo. Ma è notevole la conclusione che se 
ne deduce, che so si considera il passo da a a g come 
positivo, il passo da g ad a si deve considerare come 
negativo. 

Dello stesso risultato ci possiamo anche valere, per ri¬ 
durre la sottrazione dei vettori all'addizione. Difatti, chia¬ 
mando l’operazione rappresentata du ab — dc sottrazione 
dei vettori ab e dc, poiché dc + cd = 0, 1 operazione in 

V R ip fi C T V 

Fig 57. 

discorso torna a sommare i vettori ab o cd, e si riduce 
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quindi ad ab -+- cd. Segue da ciò che, per sottrarre un 
vettore da un altro, basta invertirne il segno, e aggiun¬ 
gerlo. 

La relazione ag ox = 0 si potrà estendere immedia¬ 
tamente a un numero qualunque di punti posti sopra una 
retta. Cosi, se pqrstuv é una serie si fatta di punti, 

PO -|- qr -f- RS -1- tu + uv -f- vp = 0. 

Difetti, partendo da p, e descrivendo successivamente i 
passi indicali, è chiaro che si ritornerà di nuovo in p : 
per modo che si eseguirà un'operazione il cui risultalo 
é nullo, ossia equivalente a restare al punto di partenza. 

§ 4. L addizione dei cetton soddisfi alla legge commutativa. 

Ora dimostreremo che la legge commutativa (pag. 5) 
sta anche per l’addizione generalizzala. A tal fine, consi¬ 
deriamo, in primo luogo, il caso di due passi consecutivi. 
Abbiansi quattro passi successivi ab, bc, cd e de; e da b 
segniamo il passo bh, in grandezza, direzione e senso, 
eguale a cd, e il passo no, che conduce da h in d. Con¬ 
frontando i due cammini che conducono da b in d, abbiamo 

BC -J- CD = BD = BH -f- HD. 

D'altra parte, congiunto b con d, idue triangoli budcdcb 
hanno gli angoli in b e in d eguali, poiché formati dalla 
retta bd colle due parallele bh e cd, il lato bd comune, e 
bh, per costruzione, eguale a cd; quindi, hanno la stessa 
grandezza e la stessa forma, donde segue che iid e bc 
sono eguali : e, poiché sono eguali gli angoli bdh e dbc, 
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anche paralleli. Per conseguenza, il passo hd è, in gran¬ 
dezza, senso e direzione, eguale a co: e, rammentando 
che sono parimente eguali i passi bh e cd, dalla prece¬ 
dente eguaglianza deduciamo 

bc + cd = co + bc: 



Fig. 58. 


donde apparisce che due passi consecutivi si potranno 
sempre scambiare di posto. 

Riconosciuta questa proprietà, un ragionamento allatto 
simile a quello che abbiamo tenuto a pag. 12, varrà a 
mostrare che, mediante una serie di scambii di passi con¬ 
secutivi, si potranno scambiare di posto due passi qua¬ 
lunque del zigzag; e da ciò concludiamo che l'ordine in 
cui si sommano i vettori non influisce sul risultato. 

La geometria dei vettori trae la sua importanza dal 
fatto che molte quantità fisiche si possono rappresentare 
per mezzo di passi diretti. Nel capitolo seguente, vedremo 
che le velocità e le accelerazioni sono quantità di questa 
natura. 

§ 5. Sui metodi di determinare la posizione in un piano. 

A suo luogo abbiamo osservalo che le quantità scalari 
si possono riguardare come passi misurati lungo una retta 
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qualsiasi (pag. 120 ). Dato un punto di questa retta, ó chiaro 
che, per determinare la posizione relativa di qualunque 
altro, basterà indicare la grandezza del passo compreso 
fra esso e il punto fisso. Quindi, in una retta, un punto 
basta per determinare la posizione relativa di lutti gli 
altri. Questa proprietà si pone per definizione di ciò che 
si dice uno spazio ad una dimensione; e, da quel punto 
di vista, cosi si chiama ogni linea. 

Invece, quando si tratta della posizione di punti appar¬ 
tenenti ad un piano, per determinare il posto occupalo 
da un punto, p, per rispetto ad un altro, a, la grandezza 
del passo ap non basta: occorre anche la diretto ne. Per¬ 
ciò, i passi vettori sono, per lo spazio piano, ciò che i 
passi scalari per lo spazio ad una dimensione. Per defi¬ 



nire la direzione del passo ap, bisognerà conoscere almeno 
un altro punto, a, del piano. Uno spazio in cui occorrono 
duo punti, per determinare la posizione di un terzo, si 
suol chiamare a due dimensioni. Per tradurre in alto questa 
determinazione, servono varii melodi generali. Accenne¬ 
remo qui ad alcuni pochi, limitandoci però al caso del 
piano, ossia dello spazio a due dimensioni, che presenta 
la stessa forma da entrambe le parti. 
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(r.) In primo luogo, potremo misurare le mutue di¬ 
sianze di a e p, e di b e p. Rappresentando con redr’ la 
loro grandezza scalare, ad ogni coppia di valori di r o 
di r corrisponderanno due punti; e cioè le intersezioni, 
p e p', dei duo circoli, che hanno per centro i punti a o 
n, e raggio rispettivamente eguale ad re ad r'. L’uno dei 
due punti cadrà al di sopra, e l'altro al di sotto di ab ; e 
di questa circostanza ci possiamo valere per distinguerli. 
Fa eccezione il caso che i duo circoli si tocchino, nel 
quale i due punti coincidono. Quando non s'incontrano, 
non determineranno più alcun punto. 

Se p si move in modo che le quantità r ed r' t in ogni 
posto da esso occupato per rispetto ad a e n, soddisfac¬ 
ciano a una determinata relazione, si otterrà una serie 
continua di punti del piano, ossia una certa curva. 

per esempio, se fissali i capi di un filo di lunghezza l 
a duo spilli appuntati nel piano del foglio, in a e in b, si 
farà scorrere una matita in modo che la sua punta p prema 



sul foglio, c, in pari tempo, mantenga leso il filo apb, 
la matita traccierà quell’ombra del circolo, alla quale ab¬ 
biamo dato il nome di ellisse. In questo caso, si ha r -J- r 
— ap -h pb = /, lunghezza del filo, che rimane sempre 
la stessa; o questa è un'equazione fra le quantità scalari 
r, r ' ed /, che sta per ogni punto dell'ellisse, ed esprime 
una proprietà metrica della curva per rispetto ai punti a e u. 
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Invece, se si farà movere p in modo che la differenza 
di ap e di bp sia una lunghezza costante (r — r' = l), si 
disegnerà la curva, che abbiamo chiamato iperbola. Si può 
ottenere che un punto r si muova in quel modo, per mezzo 
di un meccanismo semplicissimo. Supponiamo d'avere un 
regolo bl, capace di girare intorno ad uno de’suoi estremi, 
n; e fissiamo un filo di determinala lunghezza all'altro 
estremo l, e al punto fisso a. Allora, se, mentre si farà 
girare il regolo intorno a b, vi si manterrà aderente il 
filo, per mezzo della punta, r, di una matita, questa 
traccierà l’iperbola. Difatti, poiché lp -|- pa ed lp + pb sono 



Fig. 01. 


rispettivamente eguali alla lunghezza del filo, e a quella 
del regolo, entrambe invariabili, la loro differenza, ossia 
pa — pb, si manterrà eguale alla lunghezza costante, che 
ne rappresenta la differenza. 



Flg. 02 . 


1 punti a e b, cosi nel caso dell'ellisse, come in quello 
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deir iperbola, si chiamano fuochi. Questo nome trae Ori¬ 
one dalla seguente notevole proprietà. Supponiamo che 
un pezzo di molla d’orologio, ben lucido, sia piegalo in 
forma d’ellisse, in modo che ai fuochi si trovi affacciata 
la porle piatta. Allora, se nel foco b si porrà un corpo 
ardente, tutti i raggi di calore e di luce irradiali da b e 
raccolti dalla molla si concentreranno in a; donde segue 
che a sarà molto più caldo e più lucente d’ogn'allro punto 
abbracciato dall’ellisse (escluso, naturalmente, il punto b). 
Questa proprietà degli archi d'ellisse e d’iperbola dipende 
dal fatto che ab e bb formano in n angoli eguali colla 
curva: mentre, per una nota legge fisica, i raggi di calore 
e di luce incontrano e abbandonano una superficie riflel- 
icnte sotto angoli eguali. 

Una terza curva notevole, a cui si è naturalmente condotti 
«la questo primo metodo di determinare la posizione, è lo 
lemniscata di Giacomo Bernoulli (dal latino lemniscus, che 
significa nastro). Questa linea ò tracciata da un punto r, 
che si move in modo che l’area del rettangolo contenuto 
«lolle suo distanze da a e da n sia costantemente eguale 
a quella di un certo quadrato (r.r' = c l ). Se questo qua¬ 



dralo é più grande di quello che ha per lato la metà di 
ac, è chiaro che b non potrà cadere fra a e b; se i due 
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quadrati sono eguali, la lemniscata ha la figura di un otto; 
so il primo ó minore del secondo, la linea si scindo in 
due ovali. L'annessa figura rappresenta una serie di lem¬ 
niscate. Una serie di curve ottenuta variando una co¬ 
stante, come, nel caso presente, il quadrato, si chiama uno 
famiglia di curve. Siffatte famiglie di curve, nella tratta¬ 
zione dei problemi fisici, si presentano costantemente. 

§ G. Coordinate polari. 

([i) I punti a e b determinano una retta, la cui dire¬ 
zione é ab. Nota la lunghezza della retta ap, e l'angolo 
u »p, formato da essa colla precedente, è chiaro, che, per 
mezzo di queste quantità, si potrà fissare la posizione di 
p. Sia r il numero d'unità lineari, e 0 quello d'unità an¬ 
golari, contenuti rispettivamente in ap e in uap, dove r 
e 0, naturalmente, potranno essere anche frazioni. Nel 
misurare l'angolo 0, adotteremo la stessa convenzione che 
abbiamo fatto a suo luogo (pag. 157), trattando delle aree. 



L'angolo rappresentato dal numero positivo 0 sarà quello 
che descrive una retta, la quale, partendo dalla posizione 
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Pira intorno al punto a, come intorno ad un perno, 
; n B ; e „ g0 contrario a quello degl'indici dell'orologio, finché 
‘de la direzione ap. Invece, gli angoli descritti nel 
senso degli indici dell'orologio, allo stesso modo delle 
nree si considereranno come negativi. Cosi, l'angolo bap, 
al di sotto di ab, si ottiene facendo girare ab, finché 
prende la direzione di ap', in quest'ultimo senso: e, per 
conseguenza, dev'essere calcolato come negativo. 

Ora osserviamo che la retta ab potrà raggiungere egual¬ 
mente’ la direzione ap', mediante una rotazione in senso 
contrario a quello degl'indici dell'orologio, descrivendo 
T angolo, che, nella figura, è indicalo dall' arco di circolo 
punteggiato. Similmente, essa potrà raggiungere la dire¬ 
zione ap, girando nel senso degl'indici dell'orologio; e, in 
tal modo, il punto p riuscirà definito da un angolo ne¬ 
gativo. Finalmente, la retta in discorso, raggiunta la di¬ 
rezione ap, in un modo o nell’ altro, potrà compiere un 
certo numero di rivoluzioni complete intorno ad a, in un 
senso, o ncH’altro; e, qualunque sia questo numero finirà 
sempre per prendere la stessa direzione Ar. 

Segue da ciò che una retta, che inizialmente coincide 
con ab, si potrà ridurre a coincidere con ap, facendola 
girare intorno ad a, in quattro modi diversi, e cioè: 

1. Con una rotazione da ab in ap, in senso contrario 
a quella degli indici dell'orologio. 

2. Con una rotazione da ab in ap nel senso degl'indici 
dell’orologio. 

3. Colla prima rotazione, composta con un numero 
qualunque di rivoluzioni complete, intorno od a, in un 
senso, o nell'altro. 

4 . Colla seconda rotazione, composta con un numero 


Clifford. 
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qualunque di rivoluzioni complete, intorno ad a, in un 
senso, e nell’altro. 

La retta ab, che segna la posizione originaria della 
retta considerata, si chiama retta initiale : la lunghezza 
ai* si chiama raggio vettore (perché trasporta il punto p 
alla posizione richiesta): l’angolo BAr, descritto dal raggio 
vettore, per passare da ab alla posizione voluta ai* , si 
chiama angolo vettoriale : a si dice il polo , perché ò 
F estremo dell’ asse intorno al quale si può immaginare 
che giri il raggio. Finalmente, ap (= r), e l'angolo bap 
(= 0), si chiamano coordinate polari del punto p, perché 
determinano la posizione del punto p, per rispetto al polo 
a, e alla retta iniziale ab. 

§ 7. / rapporti trigonometrici. 

Sia pm la perpendicolare abbassata da p sulla retta ab 
(fìg. G4). Ai rapporti dei lati del triangolo rettangolo pam, 
per ragiono di brevità di linguaggio, si sono attribuiti 
nomi speciali. 

PM 

—- rapporto della perpendicolare all’ipotenusa, si chiama 
il seno dell'angolo bap. 

rapporto della base all' ipotenusa, si chiama il co¬ 
seno dell'angolo bap. 

PM 

— . rapporto della perpendicolare alla base, si chiama 

am 

la tangente dell'angolo bap. 

rapporto della base alla perpendicolare, si chiamo 
la cotangente dell’angolo bap. 
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Conformemente a questi nomi.se 0 è la grandezza sca¬ 
lare dell’angolo bvp, i quattro rapporti, per brevità di 
scrittura, si rappresentano con sin 9, cos 0, tan 0, e col 0. 

Ora, sia Q un altro punto di ap, e caliamo qn perpen¬ 
dicolare ad ab (fig. 64). I triangoli qan e pam hanno la 
stessa forma (v. pag. 123) ; quindi i rapporti dei lati corri¬ 
spondenti dell’uno o dell’altro sono eguali; e, in parti¬ 
colare, 

PM QN AM AN PM _ QN AM _ AN 

A p — aQ* AP ~ AQ’ AM ~ AN’ PM QN> 

donde apparisce che sin 0, cos 0, tan 0 e cot 0 non dipendono 
dal posto occupato dal punto p sulla retta ap, ma solo 
dalla grandezza ùeXVangolo bap o 0. 

Questi rapporti (con voce greca, che significa attinente 
alla misura dei triangoli) si chiamano rapporti trigono¬ 
metrici dell’angolo 0. 1 nomi coi quali li abbiamo distinti, 
sono termini antichi, con cui si richiamava la figura pre¬ 
sentata da un arciere, che tiene applicato al seno la corda 
dell'arco. La trigonometria, trattato dei rapporti trigonome¬ 
trici, forma un importante ramo delle matematiche puro (*). 


(•) L’angolo bap nella figura fa preso minore di un retto; ma potrà 
ricevere qualunque grandezza. Ora, si è trovato utile di fare sul 
*egno della perpendicolare pm, e della buse am, le convenzioni se¬ 
guenti. pm si considera come positivo, quando cade al di sopra della 
retta iniziale ad, e negativo, quando cade al di sotto; am si consi¬ 
dera come positivo, quando m cade a destra di a, e negativo, quando 
invece cade a sinistro. Il lettore apprezzerà meglio l'importanza 
di queste convenzioni, quando avrà veduto 1 ss il e 12 . 
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§ 8. Sulle spirali. 

Supponiamo che il raggio ap giri intorno al polo a, o 
che, mentre gira, il punto p scorra lungo di esso, in modo 
che la grandezza r di ap sia sempre collegala da una 
certa relazione con quella 0 dell’angolo bap. Allora, p, se 
si considera come la punta di una matita, disegnerà sul 
piano del foglio una certa curva. Le curve cosi descritte 



ricevono il nome generico di curve polari, o di spirali, a 
cagione della forma a spira, come di serpe, che presen¬ 
tano alcune di esse. 

Una delle spirali più notevoli ó quella che si suol no¬ 
minare da Archimede, che ne espose le proprietà princi¬ 
pali: sebbene sia stata inventata da Conone di Samo, che 
fiori due secoli o mezzo circa prima dell’era cristiana. La 
definizione di questa linea è semplicissima. La spirale di 
Archimede è la curva tracciata da un punto p, che scorro 
uniformemente lungo il raggio ap, mentre questo gira uni¬ 
formemente intorno al polo a. Sia c la posizione occupala 
dal punto mobile, quando il raggio coincide colla retta 
nuziale: e ac contenga a unità di lunghezza. Allora, se p 
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è la posizione occupala dal punto, quando il raggio lin 
descritto l'angolo bap, contenente 0 unità angolari, e il 
segmento ac' di ap ha la stessa misura di ac, c'p sarà il 
segmento descritto dal punto mobile, mentre il raggio ha 
girato dell'angolo cap (flg. 05). Ora, poiché il roggio e il 
punto, per supposto, si muovono uniformemente, il seg-' 
mento c'p dev’essere proporzionale all’angolo cap; cioè 
il rapporto di c'p a cap dev’essere una quantità, che ri¬ 
mano sempre la stessa, qualunque sia il segmento de¬ 
scritto dal punto mobile, e l’angolo corrispondente. Sia b 
il tratto percorso dal punto lungo il raggio, mentre de¬ 
scrive l'angolo che si prende per unità; allora c'p deve 
essere eguale a questo numero, moltiplicato pel numero 
di unità angolari contenuto da cap. Adoperando la lettera r 
per rappresentare la grandezza di ap, abbiamo quindi 

c'p ~ b x 6; ma c'p = ap — ac' = r — a; 
quindi r = a + 6 0. 

Questa relazione fra r e 0 si chiama Yequasione polare 
della spirale. 

La spiralo d’Archimede si può descrivere per mezzo del 
seguente apparecchio, di facile costruzione, dkf (flg. 60 ) 
ó un disco circolare di raggio opportuno, scanalato lungo 
l’orlo. Un regolo, ag, impomato nel mezzo di questo disco, 
può girare intorno al centro a di esso, come il raggio 
precedentemente considerato intorno al polo. All’altra estre¬ 
mità, questo regolo porta una carrucola g. Finalmente, 
un filo, fissato per un capo ad un punto d della sca¬ 
nalatura del disco, passa sopra la carrucola g, e, per l’altro 









193 


IL SENSO COMUNE NELLE SCIENZE ESATTE. 


capo è attaccalo ad un piccolo corsoio r, che porta una 
matita, e può scorrere, entro una guida, lungo il regolo. 
Il filo si mantiene teso da r in g, e da o alla scana¬ 
latura del disco, per mezzo di un elastico, attaccalo per 
un capo al corsoio p, e per l'altro al centro a. Ciò posto, 
se, premendo il disco contro il foglio, si farà girare il re¬ 
golo ag in senso contrario a quello degl'indici dell'orologio, 
sul suo perno a, la matita p traccierà la spirale richiesta. 



Difatti, poiché il filo si mantiene sempre tangente al 
disco nel punto t, la figura oat, mentre il regolo gira, 
conserva sempre la stessa grandezza e la stessa figura, 
per modo che la lunghezza del tratto tg di filo resta 
sempre la stessa. Segue da ciò che se, facendo girare il 
regolo dalla posizione ab alla posizione ap, si avvolgo 
al disco un tratto di filo rappresentato dall' arco dt, il 
tratto pg, mentre il corsoio passa da c in p, si deve ac¬ 
corciare di un tratto di lunghezza dt. Ora, il tratto di 
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(Ilo dt, che s’avvolge al disco, è proporzionale all'an¬ 
golo di cui si gira il regolo. Quindi, il punlo r si accosta 
n o di un tratto proporzionale a questo angolo: e perciò 
descrive una spirale d’Arcliimede. 

Disponendo di una spirale di questa specie accurata¬ 
mente descritta, si potrà valersene per dividero un angolo 
in un numero qualunque di parti aventi fra loro determi¬ 
nati rapporti: problema, che spesso si presento. Facciamo 
coincidere il vertice dell'angolo dato col polo della spirale, 
e siano ac ed ap (fig. 67) i raggi vettori che coincidono 
coi lati; quindi, con centro nel polo, e raggio ac, descri¬ 
viamo un circolo, il quale incontri il latOAP nel punto c'. 
Ciò posto, supponiamo risolto il problema, e siano ad, ae 
e a f i raggi vettori che dividono l’angolo nel modo pre¬ 
scritto. Se questi raggi incontrano l’arco di circolo cc' ri¬ 



spettivamente in d', k' ed f', dalla proprietà fondamentale 
della spirale, segue immediatamente che le rette d'd, e'e, 
f f e c'p saranno fra loro nello stesso rapporto che gli an¬ 
goli cad, cae, caf e cap. Perciò, se si prendono sopra ap 
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tre lunghezze k<1, a e o a / eguali ad ad, ae ed af, c'p riuscirà 
diviso, nei punti d, e,/, in parti proporzionali agli angoli 
richiesti. Reciprocamente, diviso c'p in quattro segmenti 
c'd, de, ef ed /r proporzionali allo parti in cui si tratta 
di dividere l'angolo dato, le lunghezze k>I, Ae, a/ saranno 
i raggi di altrettanti circoli aventi centro comune in a, 
tali che, congiungendo con a i punti in cui segano la spi¬ 
rale, l'angolo dato risulterà diviso nel modo prescritto. Cosi, 
per mezzo della spirale d'Archimede, la divisione di un 
angolo in un modo qualsivoglia ò ricondotta alla divisione 
corrispondente di una retta. 

Ora, la divisione di una rotta in un dato modo, cioè in 
una serio di segmenti, che stanno fra loro in determinati 
rapporti, è un problema, che si può immediatamente ri¬ 
solvere, per ciò che si è veduto a suo luogo, mediante 
riga e compasso. Cosi, supponiamo che si tratti di divi¬ 
dere il segmento c'p in tre segmenti proporzionali ai nu¬ 
meri 3, 5 e *t. A tal fine, basterà segnare sopra una retta 
descritta ad arbitrio da c', per esempio, c'q, tre tratti con¬ 
secutivi, c'r, rs ed st, contenenti rispettivamente 3, 5 e 4 



Fig. 63. 


unità di lunghezza qualunque. Congiungendo il termine t 
dell’ultimo tratto con p, e descrivendo da r e da s le pa¬ 
rallele Rr ed ss a questa retta, c'p riuscirà diviso in r ed s 
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proporzionalmente a 3, 5 e 4, nel modo voluto. Ciò segue 
immediatamente dalla teoria dei triangoli simili, che ab¬ 
biamo a suo luogo esposta (pag. 128). Difatli, i triangoli 
RC>, sc's e tc'p sono simili: quindi hanno i lati propor¬ 
zionali: e da ciò apparisce immediatamente la verità di 
ciò che abbiamo asserito. 

Una spirale d'Archimede incisa sopra una lastra di me¬ 
tallo, o d'avorio, ó uno strumento che torna utilissimo di 
aggiungere a quelli che ordinariamente compongono le 
cosi dette scatole di strumenti di matematica. 

§ 9. La spirale equiangola. 

Un’altra spirale importante fu inventata da Cartesio, e, 
per due insigni proprietà, si chiama spirale equiangola, 
o spirale logaritmica. 

Abbiasi un triangolo boa; o supponiamo che l'angolo 
in o sia abbastanza piccolo, e i lati oa ed ob differiscano 
poco, l'uno dall'altro. Sul lato ob costruiamo (flg. 69) un 
triangolo boc, simile ad aob, in modo che 1’ angolo in u 
sia eguale all'angolo in a. Quindi costruiamo sul lato oc 
un triangolo cod simile a boc, e, per conseguenza, ad aob ; 
e, in modo analogo, costruiamo, sopra od, un quarto trian¬ 
golo, simile ai procedenti: sopra oe, un quinto: e via dis¬ 
correndo. Formeremo cosi una figura composta di tanti 
triangoli, aob, boc, cod, doe, ecc., simili fra loro, e tali che 
gli angoli in o sono tutti eguali, e due consecutivi hanno 
un lato comune che rappresenta due lati non corrispondenti 
(cioè non opposti ad angoli eguali). 1 punti a, b, c, d, e, ecc. 
costituiranno i vertici di una certa linea poligonale ; e ba¬ 
sterà prendere gli angoli in o abbastanza piccoli, perchè, 
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accorciandosi in proporzione i lati, essa presenti sensi¬ 
bilmente l’apparenza di una curva continua. Questa curva, 
alla quale, prendendo gli angoli in o sempre più piccoli, 



Fig. 09. 


si può approssimarsi finché si vuole, ricevo il nome di 
spirale equiangola. Ecco per qual ragione: ab.bc.cd, ecc., 
essendo lati corrispondenti di altrettanti triangoli simili, 
formano coi lati egualmente corrispondenti ob, oc, od, ecc. 
angoli eguali. Ora, quando gli angoli in o sono estrema¬ 
mente piccoli, ab, bc, cd ecc. si confondono con altrettanti 
elementi consecutivi della curva: e, per conseguenza, la 
spirale in discorso incontra tutti i raggi, che escono dal 
polo o, sotto un medesimo angolo. 

Ora, procuriamo di trovaro la relazione che collega un 
raggio vettore qualunque op (= r) coll’angolo vettoriale 
corrispondente aop 0). 

Poiché i triangoli aob, boc, cod ecc. sono tutti simili, i 
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loro lati corrispondenti sono proporzionali (pag. 128), vale 
a dire, 

m 

OB _ OC _ OD _ OE _ OF 

OA OB ~ OC OD OE 

Rappresentiamo col simbolo [z il valore comune di lutti 
questi rapporti, che sarà una certa quantità scalare. 
Avremo 

ob — jz.oa; oc = jz.ob; od = >z.oc; ecc. 

Quindi, ob = iz.oa: oc = jz'.oa: od = ( iz 3 .oa, e cosi via; 
per modo che, se on è il raggio vettore a cui si arriva 
formando successivamente in o n angoli eguali, 

on = |Z“.OA. 

Ciò premesso, supponiamo che gli angoli in o siano 
eguali ad una certa frazione piccolissima dell’angolo uni¬ 
tario, come sarebbe, per esempio -* » o —• Rappresen- 
(eremo questa frazione con 1/6: e, per maggior semplicitó, 
supporremo che 6 sia un numero intero. Rappresentiamo 
inoltre col simbolo 1 la potenza 6 sima di jz, per modo che 
\ = >j. b . Allora, [z sarà una radice b™ di 1, e, colla nota¬ 
zione spiegala a pag. 171, scriveremo ;z r= lU b . 

Da ciò concludiamo on = oa.7.« X «/*, ossia, per disteso: 
La base deH’n mo dei triangoli simili, costruiti, nel modo 
precedentemente esposto, intorno al punto o, è eguale al 
prodotto della base del primo, per una certa quantità 
elevata alla potenza n volte la quantità 1/6, che esprime, 
in unità angolari, la grandezza comune degli angoli in o. 
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Ora, supponiamo che il raggio or cada nell'angolo for¬ 
mato dalla base on dellVi m ° triangolo del sistema consi¬ 
derato con quella, oq, del (n -f- i)>»° (flg. 69). Poiché on 
e or formano con oa angoli rispettivamente eguali ad n 
volte, e ad n -f 1 volta, i/6, la grandezza dell'angolo aop, 
che rappresenteremo con 0, dev'essere compresa fra n/6 ed 
( n + *) (V*), per modo che differirà di meno di 1/6 dall'unn 
o dall’altra quantità. Similmente, la grandezza di or devo 
cadere fra quelle di on e di oq. Ciò sta, per quanto s’im¬ 
piccoliscano gli angoli in o, in modo da ridurre la spez¬ 
zata a confondersi colla spirale : e cioè, per quanto pic¬ 
cola si prenda la frazione 1/6, che rappresenta la grandezza 
degli angoli in discorso, in porli dell’angolo unitario. Oro, 
questa quantità si può concepire tanto piccola da potersi 
considerare come trascurabile; e da ciò concludiamo che, 
al limite, l'angolo 0 diventa eguale a n/6, mentre il raggio 
or si riduce ad on, o ad oo, che finiscono per diventare 
eguali fra loro. Quindi op = oa>/> = oa.). 9 , e, per di¬ 
steso : Se un roggio or della spirale equiangola formn 
con un altro, oa, un angolo, aop, rappresentato, in parli 
dell' unità angolare, dalla quantità 0, il rapporto di or ad 
oa ò egualo ad una certa quantità elevata olla po¬ 
tenza 0. 

La precedente relazione, rappresentando con a ed r la 
lunghezza di oa e di op, si scriverà cosi: r = a'/ 1 ; o 
questa è la cosi detta equazione polare della spirale con¬ 
siderata. 

Ora, dallo studio di questa linea, ricaveremo alcuni ri¬ 
sultati importanti. Il lettore riconoscerà immediatamente 
che il rapporto di due raggi, siccome non dipende che 
dall angolo compreso, é lo stesso per ogni coppia di raggi 
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che formano uno slesso angolo. Ciò premesso, supposto 
che si voglia moltiplicare il rapporto di due quantità qua¬ 
lunque p e q, per quello di due altre, r ed s, possiamo 
procedere nel seguente modo: Troviamo quattro raggi 



/ 


;t 


Fig. 70. 


della spirale, or, oq, or, os, i quali contengano tante unità 
lineari, quante sono le unità di quantità rispettivamente 
contenute in p, q t r, s ; e sia 0 l’angolo compreso dalla 
prima coppia, quello compreso dalla seconda. Per la 
proprietà fondamentale della spirale, 



quindi 


donde apparisce che il prodotto in discorso è eguale al 
rapporto di due raggi qualunque, elio comprendano l'an¬ 
golo 0 4- Per trovare una coppia si fatta, basterà che 
costruiamo l'angolo qot (fìg. 70 ) eguale a 9 ; se ot ó il 

raggio corrispondente della spirale, —- = *a 6 + ?; e questo 

rapporto, per quanto abbiamo precedentemente veduto, 6 
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eguale al prodotto dei rapporti dati, che si trattava di 
eseguire. 

Da ciò segue che, per moltiplicare fra loro dei rapporti, 
basterà sommare gli angoli compresi da altrettante coppie 
«li raggi, che stanno nei rapporti dati; il rapporto di duo 
raggi qualunque, che comprendono un angolo egunle alla 
somma cosi trovata, sarà eguale al prodotto richiesto. 
Quindi, la spirale equiangola permette di sostituire l 'ad¬ 
dizione alla moltiplicasione ; sostituzione, cho ò della più 
grande utilità, perché la prima operazione è assai più fa¬ 
cile della seconda. 

Similmente, poiché 

OQ . OS .0 a li 

« — diviso per — » = « a diviso per — ? 

ot> r nn 1 > 


la divisione di due rapporti si potrà ridurre alla sottra¬ 
zione di due angoli. 

Una serie di quantità, per mezzo della quale, come per 
mezzo degli angoli al polo di una spirale equiangola, si 
può sostituire l'addizione e la sottrazione alla moltiplica¬ 
zione e alla divisione, costituisce ciò che si chiama una 
tacola di logaritmi. La spirale equiangola rappresenta 
una tavola grafica di logaritmi: e perciò si chiama anche 
spirale logaritmica. 

§ 10 . Proprietà dei logaritmi. 

Poiché, nella spirale logaritmica, op = oa x ).®, dove 
0 rappresenta l'angolo aop, si vede che, se s’immagina 
che 0 vada crescendo, ossia che op vada rotando intorno 
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ad o, ogniqualvolta l'angolo vettoriale àop riceverà un 
determinato aumento, or riuscirà moltiplicalo per una 
stessa quantità. Quando una quantità varia al variare di 
un*altra, in modo che riesce moltiplicata per una stessa 
quantità, ogniqualvolta la seconda riceve un determinato 
aumento, si dice che cresce in ragione logaritmica : chia¬ 
mando ragione logaritmica il rapporto dell’aumento che 
riceve la quantità stessa, quando la seconda riceve l'au¬ 
mento unitario, al valore iniziale. 

Vediamo d’applicare questi concetti alla nostra spiralo. 
Siano àob, boc, cod, ecc., i triangoli per mezzo dei quali 
si costruisce la lineo , nel modo indicalo (fig. 69): e sup¬ 
poniamo che gli angoli in o siano tutti eguali e piccolis¬ 
simi Prendiamo sopra ob una lunghezza oa' eguale ad 
oa: sopra oc una lunghezza ob' eguale ad ob: sopra oi> 
una lunghezza oc' eguale ad oc : e via discorrendo, a'b, 
ac, c'u, ecc., sono gli aumenti che il raggio successiva¬ 
mente riceve, mentre ruota da oa in ob, da on in oc, e 
cosi via. Ora i triangoli aob, boc, cod, ecc., sono tulli si¬ 
mili: ed egualmente simili sono i triangoli isosceli aoa', 
B. it , eoe', ecc. Quindi, saranno simili anche i triangolelli 
aa'b, bb'c, cc'd, ecc., che rappresentano la differenza dei 
termini corrispondenti dello duo serie : e, perciò, i loro 
lati corrispondenti saranno proporzionali. Da ciò segue 
die le lunghezze 

a'b, b'c, c'd, ecc., stanno fra loro come 
a'a, b'b, c'c, ecc., ossia come 
oa, ob, oc, eoe., 

vale a dire che 

a'b b'c _ c'd 

oa ou oc ecc '’ 
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per modo che il rapporto dell - incremento al valore ini¬ 
ziale della variabile è costante. 

Se gli angoli in o sono estremamente piccoli, la retta 
aa' coinciderà sensibilmente coll’arco di un circolo avente 
centro in o e raggio oa. Quindi, in tal caso, aà' si potrà 
misurare col prodotto di oa per l’angolo àoa' (v. pag. 1G8), 
e 1 angolo in a' si confonderà con un retto. 

D’altra parte, il rapporto di a'b ad aa' ó lo stesso per 
lutti i triangoletti a a'b, bb'c, cc'd, ecc. Per determinarne 
il valore, osserviamo che, se si considerano come vertici 
di questi, triangoli gli angoli eguali aba', bcb', cdc', ecc., 
quello è, in ciascun triangolo, il rapporto della base alla' 
perpendicolare abbassala dal vertice sopra di essa, che, 
a suo luogo, (pag. 194 ), fu definito come cotangente del- 
1 angolo al vertice. Ora, questi angoli sono quelli che la 
spirale, nei diversi punti, forma col raggio descritto dal 
polo. Rappresentiamo la loro comune grandezza con *. 
Per quanto precede, 


tuIX — : —-- 

aa oa x angolo aoa'’ 

e di qui si ricava 
a'b 

— = angolo aoa' x cotx. 

a'b è l’incremento corrispondente all’angolo aoa', sup¬ 
posto estremamente piccolo; quindi, il rapporto dell'in¬ 
cremento corrispondente all'angolo uno al valore iniziale, 
al quale abbiamo dato il nome di ragione logaritmica , 
■saiù cola: e concludiamo che la ragione logaritmica, se- 
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condo la quale cresce il raggio di una spirale equiangola, 
mentre, girando intorno al polo, descrive angoli eguali, ó 
rappresentata dalla cotangente dell' angolo di grandezza 
costante, che il raggio forma in ogni punto colla curva. 

Supponiamo che la lunghezza iniziale oa sia l'unità li¬ 
neare ; poiché op = oa x X», in questo caso, il raggio, 
descrivendo l'angolo uno, acquisterà la lunghezza Quindi 
-, rappresenta la lunghezza, che acquista un raggio, ini¬ 
zialmente eguale all'unità, quando descrivo l'angolo uno, 
o mentre gira, cresce secondo la ragione logaritmica 

cotx. 

Ora conveniamo di rappresentare col simbolo e, ciò clic 
diventa questa lunghezza, quando si suppone che la ra¬ 
gione logaritmica riceva il valor parlicolar uno; e avrà 
un certo valor numerico determinalo. Per mezzo di cal¬ 
coli nei quali qui non possiamo entrare, si trova che un 
valore approssimato di essa è 2,718. Ciò significa che, se 
un raggio inizialmente eguale all' unità, descrive l'angolo 
uno, e, mentre gira, cresce secondo la ragione logaritmica 
uno, l'aumento totale (1,718), che riceve la sua lunghezza, 
é compreso fra otto e nove quinti della sua grandezza 
iniziale. 

Poiché e ó la lunghezza che acquista il raggio unitario, 
descrivendo l'angolo uno, e, ogniqualvolta l'angolo cresco 
di una determinata quantità, il raggio riesce moltiplicalo 
per una stessa quantità, è chiaro che la lunghezza, che 
acquista il raggio unitario, descrivendo, colle precedenti 
ipotesi, un angolo eguale a y unità, sarà rappresentata 
da e 7 . 

Ora supponiamo che il raggio unitario, mentre gira, 
cresco secondo la ragione logaritmica rappresentata dal 
CurroRD. ** 
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numero y. In questo caso, la lunghezza che esso acqui¬ 
sterà , descrivendo l'angolo uno, sarà quella stessa cho 
acquisterebbe, se una ragione eguale ad 1/y si distri¬ 
buisse sopra y angoli eguali ad uno, e cioè, se descrivesse 
un angolo di y unità, crescendo colla ragione uno; donde 
concludiamo, per quanto precede, che la lunghezza in di¬ 
scorso, sarà e‘ (*). Quindi e"* rappresenta, ad un tempo, 
il risultato, che si ottiene, facendo girare il raggio uni¬ 
tario dell'angolo y, quando cresce colla ragione logarit¬ 
mica uno, e quello che si ottiene, facendolo girare dell'an¬ 
golo uno, quando cresce colla ragione logaritmica y. 

Ciò posto, cerchiamo qual sarà, in generale, il significato 
di e \ quando y rappresenta una frazione eguale ad s/t , dove 
s e t sono numeri interi. Sia x il risultalo, per ora incognito, 
cho si ottiene, facendo girare il raggio unitario di un an¬ 
golo eguale a y, mentre cresce colla ragione logaritmica 


C) Per In relozione dimostrata a rag. 208, l'aumento aa' elio ri¬ 
ceve il raggio oa, descrivendo l'angolo estremamente piccolo aoa', 
nel caso che la ragione logaritmica sia uno, é doto da 

aa’ = oa X angolo aoa', 
e, nel caso che in ragione stessa sia 7, da 

aa' = oa X angolo aoa' X 1 = oa X (angolo aoa' X 7). 

Perciò, se, nel’secondo coso, il raggio unitario descrive l'angolo 
uno, diviso questo angolo in tanti angoli elementari estremamente 
piccoli, in modo che a ciascuno di essi siano applicabili le rela¬ 
zioni precedenti, esso acquisterà la stesso lunghezza, che acqui¬ 
sterebbe, crescendo colla rugione logaritmica uno, e descrivendo 
ogni angolo elementare7 volte di seguito, Invece di una sola, ossia 
descrivendo un angolo di 7 unità, invece dell'angolo uno. 


Nota del Traduttore. 
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Allora x' sarà il risultalo, che si ottiene, facon- 
uno. Alti»»» 

] 0 lo "irare, a parità di condizioni, di un angolo eguale a 
t volte -, e, per conseguenza, a s volte l'angolo unitario. 
Quindi x' = e‘-, donde apparisce che x sarà una t mJ radice 

di e-, per modo che x = eT = e 1 . Segue da ciò che, se y 
è una frazione commensurabile, rappresenterà la 
lunghezza che acquista il raggio unitario, descrivendo 
l'angolo y, mentre cresce colla ragione logaritmica uno: 
o per ciò che abbiamo precedentemente veduto, descri¬ 
vendo l'angolo unitario, mentre cresce colla ragione y. 

Ora, supponiamo che si possa trovare una frazione 
commensurabile y eguale a col*. In tal caso e* sarà la 
lunghezza, che acquista il raggio unitario, descrivendo 
l'angolo unitario, mentre cresce colla ragione logaritmica 
col*. Ma si è precedentemente trovato (pag. 209) che 
questa lunghezza è rappresentata da Quindi, 

1= e\ 

Se il raggio unitario, mentre cresce colla ragione cola, 
descriverà 1* angolo 0, invece dell’ angolo uno, acquisterà 
la lunghezza ; e da ciò segue 

= e*. 

Quindi, abbiamo op = oa/X° = oA.e 1 '; e, coi simboli pre¬ 
cedentemente adoperati, 

r = ae^ ; 
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equazione della spirale equiangola, espressa per mezzo 
della quantità e. 

Supposto a eguale all'unità di lunghezza, e col* o y pa¬ 
rimente eguale ad uno, l'equazione della spirale si ri¬ 
durrà a 



Il simbolo e 0 si chiama l 'esponenziale di 0; reciproca¬ 
mente, 0 si chiama il logaritmo naturale di r, e simboli¬ 
camente si scrive 

0 = log,r. 

La quantità e si dice la base del sistema dei logaritmi na¬ 
turali. Quindi, nel coso supposto, la spirale costituisce una 
tavola grafica di logaritmi naturali. 

Riprendiamo l'equazione generalo 



o supponiamo y scelto in modo che sia e" 1 = 10 : per 
modo che y rappresenti 1* angolo di cui deve girare il 
raggio unitario, per acquistare la lunghezza di dieci unità, 
nell’ipotesi che, mentre girn, cresca colla ragione loga¬ 
ritmica unitario. Supposto inoltre a eguale alla lunghezza 
unitaria, l'equazione diventerà r = e** # = IO 6 . In questo 
caso, 0 si chiama il logaritmo di r a base 10, e simboli¬ 
camente si scrive 


0 = log lu r. 
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La spirale, che si ottiene, in questo caso, costituisce una 
tavola grafica dei logaritmi a base 10: che sono quelli 
elio comunemente si adoperano nei calcoli numerici. 

I logaritmi naturali furono scoperti da Giovanni Napier, 
che pubblicò la sua invenzione nell'anno 1614 (*). I loga¬ 
ritmi a base 10 si adoperano oramai in ogni specie di 
calcoli numerici, fatta eccezione soltanto dei più semplici : 
e il loro pregio consiste tutto nella circostanza che la 
somma e la sottrazione, eh’essi permettono di sostituire 
alla moltiplicazione e alla divisione, sono operazioni più 
semplici di queste. 


g H. Metodo cartesiano di determinare la posizione. 

(y) La posizione di un punto p, di un piano si potrà 
determinare anche nel seguente modo. Descriviamo pei 
due punti dati, a e a, la retta bab', e per a, la perpen¬ 
dicolare cac' a questa retta. Lo due rette divideranno il 
piano in quattro parli eguali, che si chiamano quadranti . 
Sia p,m una retta, parallela a ca, condotta dal punto p t 
(ili cui si vuol determinare la posizione per rispetto od a), 
cd m sia il punto in cui incontra b’a b. Ciò posto, la via, 
per passare da A a p t , si potrà indicare nel seguente 
modo: Facciasi il passo am, partendo du a, lungo la retta 
b'ab, quindi, voltando a sinistra, il passo mp„ ad angolo 
retto col precedente. Ora, un passo eguale ad am, par¬ 
tendo da a, si potrà fare, cosi avanti, lungo ab, come 
indietro, lungo ab'. Per distinguere i due casi, nel modo 
stesso che in una precedente occasione (v. pag. 120), rap- 


C) Logaritlimorum Canonis D.'scriptio. Edinburgo 1014. 
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presenteremo con -f- am il passo acanti, lungo An, e con 

_ am il passo indietro , di egual lunghezza, lungo ab . 

Vagliamoci della lettera i , per indicare 1' operazione, che 
altrove (pag. 177) abbiamo rappresentato col simbolo (-/2). 


iC 



i 

», 




fT" 

A. « 


J 



0 ' 



Flg. 71. 


Hichiamandone la definizione, i, applicato al passo uni¬ 
tario, significherà che si deve descrivere dal termine del 
passo precedente, andando acanti, nella stessa direzione, 
un secondo passo di lunghezza eguale all unità, e tarlo 
poi girare di un angolo retto, in senso contrario a quello 
degl'indici dell'orologio, intorno al punto medesimo; o ì.mp 
rappresenterà l'operazione consistente nel descrivere dal 
punto m, nella direzione ab, un passo di lunghezza mp,, 
« farlo quindi girare di un angolo retto, in senso contrario 
a quello degl' indici dell' orologio, intorno al punto m. Ciò 
posto, la posizione di p t relativa ad a, o, in altre parole, 

il passo ap„ si potrà esprimere simbolicamente, per mezzo 

della relaziono 


APi = AM -p ì MPj. 
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Se invece che a p,, si trattasse di arrivare al punto 
r posto nel quadrante bac', si dovrebbe descrivere da m 
U n passo di lunghezza mp 4) andando itvlietro, invece che 
ovanti, e farlo poi girare di un angolo retto, in senso 
contrario a quello degl'indici dell'orologio. Distinguendo 
il passo indietro col segno —, si trova cosi 


ap 4 = am — i.mp 4 . 


Ora vediamo in qual modo si arriverà al punto r„ posto 
nel quadrante cab', la cui distanza perpendicolare da ab' è 
p jj'_ \ questo scopo, in primo luogo, descriveremo il passo 
indietro am', poi, da m', il passo acanti di lunghezza m'p 2 , 
che, per conseguenza, sarà volto verso a ; finalmente, 
applicheremo a questo passo l’operazione 1 , per mezzo 
della quale roterà di un angolo retto, in senso contrario 
a quello degl’indici dell'orologio, intorno al punto m'; e, in 
tal modo, arriveremo al punto p 2 . Quindi 


APj = — AM' + ÒM'Pj, 


Finalmente, per arrivare al punto p 3 , posto nel qua¬ 
drante b'ac', si descriverà il passo indietro am'; poi da m', 
il passo indietro m'p 3 : e finalmente si ruoterà questo passo 
di un angolo retto, in senso contrario a quello degl’indici 
dell'orologio; donde si conclude 


ap 3 = — am' — i . m'p 3 . 


Ora supponiamo che p,, Pj, p 3 e p 4 siano i quattro ver- 
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tici di un rettangolo, avente il centro in a, e i lati paral¬ 
leli a DAB' e a cac\ per modo che mp, sia eguale a M'r 2 , 
e m'p 3 a mp 4 ; e rappresentiamo con x e ij il numero dello 
unità lineari rispettivamente contenuto nella prima e nella 
seconda coppia di passi. Allora, i quattro passi, che defi¬ 
niscono , nei diversi casi, la posizione di p relativa ad a, 
si potranno rappresentare nel modo espresso dallo rela¬ 
zioni seguenti : 


ap , = x + "J ap 2 — — x 4 - iy 

ap 3 = — x — iy ap 4 = x — i y. 

Ivi x e tj hanno puramente il significato di numeri; ma 
i passi, che rappresentano i numeri y si devono immagi¬ 
nare segnati sopra una retta perpendicolare a quella su 
cui s’immaginano segnati i passi che rappresentano i nu¬ 
meri x. A questo modo, una coppia di numeri x, me¬ 
diante i passi elio li rappresentano, servirà a determinate 
la posizione di un punto. 

A tal fine, gioverà supporre che i numeri in discorso 
portino con sè il segno del passo corrispondente. Allora, 
per trovare il punto rappresentato da una coppia di va¬ 
lori positivi di x e ij, secondo la regola generale prece¬ 
dentemente esposta, si descriverà da a, andando avanti 
lungo ab, un passo eguale od x, poi, da b, ondando avanti 
nellu stessa direzione, un passo eguale ad ij, e si ruoteià 
quest’ultimo passo di un angolo retto, in senso contrario 
a quello degradici dell’orologio, intorno a b. Ciò fatto, il 
termine del secondo passo sarà il punto richiesto. Nel caso 
che una delle due quantità xey,o entrambe, siano negative, 
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il passo corrispondente si farà andando indietro. Perciò : 

P posizione nel quadrante bac, è determinata da x,tj. 
P ;; « * • cab', » » ~ x < y - 

„ » • B'AC', » » - X U ’ 

y » » C'aB, » » X > — V - 

I* 4» 

Le quantità x e ij si chiamano le coordinale cartesiane 
del punto r, essendo stato Cartesio il primo, che si valse 
di questo metodo, per determinare la posizione di un punto. 


e 



bab' e cac' ricevono il nome di assi coordinati, rispettiva¬ 
mente, delle or e delle y, e a quello di origine delle coor¬ 
dinate. 

Per dare un esempio numerico, si domandi in qual 
modo si passerà dallorigine a ad un punto r, le cui coor¬ 
dinate cartesiane siano (-3,2). Essendo ap = -3 + i. 2, 
si descriverà da a, un passo indietro di 3 unità, poi, dot 
termine di esso, un passo avanti di 2, e finalmente si 
girerà questo secondo posso intorno al punto medesimo 










•218 IL SENSO COMUNE NELLE SCIENZE ESATTE. 


di un angolo retto, in senso contrario a quello degl'indici 
dell'orologio; in tal modo si arriverà al punto in discorso. 

Supposto il punto p determinato dalle coordinate carte¬ 
siane x ed ij, prendendo tanti passi x, e accoppiando con 
ciascuno di essi un passo ij, collegato da una relazione 
invariabile, si otterrà una successione di punti p, la quale, 
nell’ ipotesi che si attribuiscano ad x tutti i valori possi¬ 
bili , formerà una linea. La relazione esistente fra x e ij 
si chiama Vequazione cartesiana di questa linea. 

Per esempio, supponiamo che ogni passo x si accoppii 
col passo y doppio di esso. La relazione, che collega lo 
due coordinate sarà, in questo caso, y = 2x, e lo indica¬ 
zioni per arrivare ad un punto qualunque della serie saranno 
compendiate dall'espressione x + i2x. Supponiamo elio il 



quadrante bac sia diviso, da due serie di rette rispettiva¬ 
mente parallele all’uno e all’altro asse, in tanti quadrali 
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eguali : e i lati di essi siano eguali all'unità di lunghezza. 
Allora, gioverà prendere successivamente x— 1,2,3, ecc.; 
c i passi si segneranno assai facilmente. Cosi, segneremo 
1 lungo ab, e 2 a sinistra ; 2 lungo ab, e 4 a sinistra ; 3 
lungo ab, e C a sinistra; 4 lungo ab, e 8 a sinistra; •> 
lungo ab, e 10 a sinistra; e via discorrendo. Si ricono¬ 
scerà facilmente (per quanto si ó veduto a pag. 128) che 
tutti i punti cosi costruiti giaceranno sopra una retta 
passante per a, e che alla stessa retta apparterrà ogni 
punto ottenuto, colla stessa costruzione, segnando un 
passo qualunque lungo ab, e poi un passo perpendicolare, 
di lunghezza doppia. Attribuendo a x la serie dei valori 
negativi, si otterrà la parte della retto, che giace nel 
terzo quadrante b'a c'. Concludiamo quindi che ij = 2x ò 
l’equazione di una retta che passa per a. 

Diamo anche un altro esempio. Supponiamo che il ret¬ 
tangolo contenuto da y e da una lunghezza di 2 unità 
contenga sempre tante unità di area quante sono le unita 
quadrate rappresentate da x t . In questo coso, x e y saranno 
collegato dalla relazione 2 tj = ar*, e attribuendo a x i va¬ 
lori 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , ecc., otterremo la serie seguente di passi, 
che conducono dal punto a ad altrettanti punti della suc¬ 
cessione considerala : 

1 + «. 7 . 2 + i.2, 3 + i. jp 

4 -+- «'. 8 , 5 + i.*’» C + i.l 8 , ecc. 

Valendosi dei quadretti, le operazioni indicate da queste 
relazioni si potranno facilmente eseguire ; e si troverà 
cosi la successione di punti rappresentala dall'annessa 
figura, nel quadrante bac. 
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A Itribuendo a x i valori — 1, — 2, — 3, — 4, — 5, — 6, eco., 
poiché si ò veduto che (— a) x (— a) = a* = (+ a) x (4- a), 
si otterranno gli stessi valori di </; e perciò i valori me¬ 
desimi forniscono la successione di punti, rappresentata 
dalla figura, nel quadrante b'ac. 

Al di sotto della retta bab' non può cadere alcun punto 
della successione considerata; poiché, in tal caso, il passo 
y corrispondente dovrebbe essere negativo: e ciò non può 
darsi, perché ogni passo x, positivo o negativo, elevato 
al quadrato, fornisce un passo y positivo. 



I punti cosi ottenuti risultano distribuiti sopra una curva, 
che appartiene a quelle ombre del circolo che abbiamo 
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chiamnto parabole. Quindi 2ij = x* è l'equazione di una 
parabola. 

Questo metodo di generare le curve ó di grande im¬ 
portanza , ed è largamente applicalo in molti rami della 
tisica. Per dare un esempio, supponiamo che le differenze 
dei successivi passi x rappresentino successivi intervalli 
di tempo, e i passi ;/, le corrispondenti altezze della co¬ 
lonna di un barometro, al di sopra di un certo livello 
medio. La serie dei punti, se gl'intervalli di tempo saranno 
abbastanza brevi, presenterà l'apparenza di una curva, 
la quale avrà la proprietà di fornire una rappresenta¬ 
zione grafica delle variazioni presentale dal barometro, 
nel periodo durante il quale se ne sono registrate le al¬ 
tezze. Ora parecchi giornali del mattino sogliono dare le 
curve barometriche del giorno precedente. Quelle curve 
sono generalmente ottenute con un semplice apparecchio 
fotografico, per mezzo del quale l'altezza corrispondente 
ad ogni istante riesce automaticamente registrata. 

La deduzione delle curve dalla loro equazione carte¬ 
siana, o, come si suol diro, la descrizione delle curve, ò 
un argomento di matematica pura , che presenta il più 
grande interesse. Ci basti rammentare il risultalo impor¬ 
tante, che ogni relazione, che non involge potenze di x e 
di y superiori alla seconda, è l’equazione di uno delle 
curve, che abbiamo definito come ombre del circolo. 

§ 12. Sui numeri complessi. 

Riprendiamo il simbolo d'operazione i precedentemente 
definito, e consideriamolo alquanto più attentamente, allo 
scopo di riconoscerne meglio il significalo. Il punto r sia 
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rappresentalo, come prima, da am H- «'.mp, espressione, 
die, sviluppala, significa: Si passi da a ad m, lungo ab j 


c 

Q 

/ 

f 

Q* 

p 


. \ 

B* * 

« 

= — m v a 


FI?. T5. 


quindi, percorrendo la stessa retta, da m a p' (essendo 
mp' = mp); e finalmente si faccia rotare mp' intorno ad 
m, di un angolo retto, in senso contrario a quello degl'in- 
dici dell'orologio. Ora, sia mq' un passo di lunghezza eguale 
ad ap'; am -|- i.mq' significherà: si passi da a ad m, e poi 
da m a q' in direzione perpendicolare ad am, e a sinistra 
del passo medesimo, percorrendo una distanza, mq', eguale 
ad ap'. Poiché mq' = ap' = am + mp = mp -+- pq', l'ope¬ 
razione in discorso si potrà rappresentare con 

AM i . (MP -f- PQ'), 

donde apparisce che si devono descrivere successivamente 
due passi in direzione perpendicolare ad am, e cioè il passo 
mp susseguilo da pq'. Supposto che quest'ultimo si voglia 
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far girare di un angolo rello nel solito senso contrario a 
quello degl'indici dell'orologio, per indicarlo, basterà pre¬ 
mettervi il simbolo «, e l'espressione ottenuta in tal modo, 
MP q_ (,pQ' t rappresenterà il passo mp susseguito da po', 
in direzione perpendicolare, e a sinistra. Ora, per le re¬ 
lazioni precedenti, pq' è eguale ad am; e perciò questa 
ultima operazione ci condurrà al punto q della retta ac, 
al quale si può arrivare, partendo da a, mediante la sem¬ 
plice operazione 0 q- i. aq. Da ciò si ricava 

o q- «.aq = am q- «. (mp q- «.pq) 

= am q- ì.mp q- «.«.pq (*); 


e poichó le quantità aq, am, mp o pq, qui non rappresen¬ 
tano che le grandezze numeriche dei passi corrispondenti, 
e, da questo punto di vista, aq = mp , ed am = pq, in 
virtù di queste relazioni, dev’essere 


ossia 


0 = am q- «.«.am, 
— AM = Lì . am. 


Apparisce da ciò che l'operazione «, applicata duo volte 
di seguito „ produce 1' effetto di un semplice rivolgimento 
(pag. 42). Simbolicamente, questa proprietà ó espressa 
dalla relazione 


= - i; 


(•) Avverta il lettore che l’eguaglianza del secondo e del terzo 
membro si riconosce dallo figuro. 


Nota del Traduttore. 
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o, spiegata in linguaggio ordinario, significa che, facendo 
girare un passo di un angolo retto, in senso contrario a 
quello degl' indici dell* orologio, e poi di un altro angolo 
retto, nel medesimo senso, si ottiene lo stesso risultalo 
come rivoltandolo. 

Ora, a pag. 170, si ó veduto che, se x ó tal quantità, 
che, moltiplicandola per sé stessa, si ottiene per prodotto 
a, x si chiama la radice quadrala di a, e si rappresenta 

con | r a. Conformemente a ciò, essendo i* — 1, si 

porrà i = l ■— 1 . 

Questo simbolo, finché ai segni si attribuisce il signifi¬ 
calo di quantità, riesce inesplicabile; poiché, essendo il 
quadrato d* ogni specie di quantità una quantità positiva, 
non si potrà concepirne alcuna, che possa essere rappre¬ 
sentala da esso. Per questo ragione, \T=i si chioma 
anche una quantità immaginaria. Considerato invece come 

simbolo d'operazione, l/'-i riceve un significato chiaro 
o reale: indica di fare un passo avanti, eguale all'unità 
lineare, e poi di girare la lunghezza cosi segnata, di un 
angolo retto, in senso contrario a quello degl' indici del¬ 
l'orologio. 

Ogni espressione della forma x -f- [ — 1 y si chiama 

un numero complesso. 

Sia p un punto qualunque determinato dal passo ap = 

—l mp, e siano r, x, y i valori numerici dello 
lunghezze ap, am e mp. Dal triangolo rettangolo pam seguo 
r 1 — x i -1- <y*. La quantità r si chiama il modulo del nu¬ 
mero complesso x -f- tji. 

Sia inoltre 0 il numero d’unità angolari contenute nel- 
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l'angolo map ; allora, 




cosO = — 

AP 


X 

r 


ossia 


tj = r sinO, x = r cosO. 


L'angolo 0 si chiama l'argomento del numero complesso, 
r e 0 sono le coordinale polari del punto p; e si vede 
cosi come siano collegato colle coordinate cartesiane del 
punto medesimo; esse rappresentano rispettivamente il 
modulo e l'argomento del numero complesso, che si può 
formare per mezzo delle coordinale cartesiane corrispon¬ 
denti. 

Poiché r è puramente una grandezza numerica, il nu¬ 
mero complesso x yi si potrà porre sotto la forma 
r. (cosO -f-1 // ~— 1 sinO) (*), riuscendo cosi rappresentato dal 
prodotto del modulo per l'operatore 


cosO 4- [/”— 1 sinO, 


< 

(•) Immaginiamo segnati i punti p e p' le cui coordinate carte¬ 
siane sono rispettivamente am = x = r coso, mp = y = r sino, e 
am' = coso, m'p' = sino Sarà ai- — x + yi = r coso + I r sino, ap' = 
coso + l sino. Ora essendo i due triangoli amp e am'p' simili fra loro, 
ap e ap' giacciono sopra una stessa retta, e le loro lunghezze stanno 
nel rapporto di r all'unità. Quindi ap si può immoginare dedotta da 
ap' per mezzo di uno semplice trazione nel rapporto di r a 1. Per¬ 
ciò, mantenendo la scrittura adottata nel caso delle quantità sca¬ 
lari, scriveremo ap = r. ap', ossia x + yl = r (coso + t sino). 


Clifpoiid. 


JVofa del Traduttore. 

1S 
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il quale non dipende che dall’ argomento 0. La relaziono 


■. (cosO \T - 1 sinO) 


esprime che il passo af si potrà ottenere, facendo girare 
l'unità lineare di un angolo 0, partendo dalla direzione ab, 
e poi stirandola nel rapporto di r : 1. La seconda parte 


C 





-B 


Fìg. 70. 


di questa operazione ò indicata dal modulo r : la prima, 
dall'operatore cosO + \> r ~i sinO; e perciò, supposto che 
ad sia eguale all* unità, e giaccia sulla retta ab, potremo 


anche porre 



considerando il numero complesso r. (cosO » sinO) come 
un simbolo, che rappresenta lo combinazione di due ope¬ 
razioni eseguite sul passo unitario ad. 

Cosi, partendo dal concetto che un numero complesso 
indica la posiziono di un punto, da una serie di conside¬ 
razioni, fummo tratti a stabilire un'operazione, egualmente 

rappresentata dal simbolo cosO + ]/"- 1 sinO. Questo ope- 
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ratore, elio si può evidentemente considerare come una 
generalizzazione del simbolo originario | ^ — 1, applicato 
ad un passo qualunque, indica che si deve girarlo di un 
angolo 0. Vedremo che da questo nuovo concetto scaturi¬ 
scono importanti risultati. 

§ 13. Sull'operazione, che gira un passo di un angolo dato. 

Immaginiamo di applicare l'operatore cosO -f- | 1 sinO 

ni passo unitario, per due volte di seguilo. L’espressione 
simbolica di questa operazione sarà 


ossia 


(cosO 1 f - 1 sinO) (cosO d- [/"— 1 sinO) 

(cosO + 1^—1 sinO)*. 


Ma, è chiaro che girare un passo successivamente di due 
angoli eguali a 0 equivale a girarlo, in una volta solo, di 
un angolo 20 : ciò che torna ad applicarvi l'operatore 
cos20 -+- [/"— 1 sin20. Quindi, quest’ ultima operazione è 
equivalente alla precedente : e ha luogo l'equazione 


(cosO -f- ]/~ — 1 sinO) 8 = cos20 + i sin20. 

Similmente, n successive rotazioni, ciascuna di un an¬ 
golo eguale a 0, produrranno lo stesso risultato come una 
sola rotazione di un angolo eguale a n volte 0; e da ciò 
si conclude 

(cosO I sinO)" = cosnO -f- | 1 sinnO. 
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Questa importante equivalenza <li operazioni fu posta nella 

presente forma simbolica da De Moivre, e, da lui, s. suol 

chiamare Teorema di De Moivre. 

Ora, consideriamo 1*operazione, per mezzo della quale 
un passo, ap, si converte in un altro, aQ (fìg. 77). É chiaro 



che si otterrà questo risultalo, facendo girare ap, intorno 
ad a, in senso contrario a quello degl'indici dell orologio, 
finché si dispone lungo aQ : quindi, supposto che p cada 
in p', per modo che ap' = ap, stirando ap', finché diventa 
eguale ad ap; ciò che torna a moltiplicarlo per uno quan¬ 
tità p, eguale al rapporto di au ad ap'. 

Rappresentando l’angolo paQ con 9 , ciò é simbolica¬ 
mente espresso dalle relazioni 

(C083 + 1 /r -l sin 9). AP - ap'. 
p. (COS9 + 1-1 SÌn9>.AP = p.AP' = AQ. 

Quest’ultima equazione si può interpretare in diversi 
modi : 

l.° p . (00S9 + |/—"ì sin 9) é un numero complesso, 
del quale p è il modulo, c 9 l’argomento. Quindi, moltipli¬ 
care un passo per un numero complesso significa farlo 
rotare di un angolo eguale all’argomento, e variarne la 
lunghezza,mediante una trazione ropprcs.entala dal modulo. 
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2. ” Ma potremo anche porre, come precedentemente, 
ap = r (cosQ + [Z^-1 sinO), rappresentando con r la gran¬ 
dezza scalare di ap, e con 0 l’angolo bap, e considerare ap 
come espressione di un numero complesso x -f | /"— 1 tj. 
Dallo stesso punto di vista, anche aq rappresenterà un 
numero complesso, che ha per modulo la grandezza sca¬ 
lare del passo risultante (= p.Ap' = pr), e per argomento 
l’angolo haq = 0 + 9. Abbiamo quindi la seguente identità: 

p (cos? -t- [f- 1 sin?) r (cosQ + \/ r - 1 sinO) 

= pr. (cos (0 + ?) + [/"— 1 sin (0 + ?))• 

Questa relazione si può tradurre indifferentemente col- 
l’una e coll’nltra delle due proposizioni seguenti: 

(*) 11 prodotto di due numeri complessi ó un numero 
complesso, avente per modulo il prodotto dei moduli dei 
due numeri, e per argomento la somma dei loro argo¬ 
menti. 

(ji) Se il passo unitario si fu rotare di un angolo 0, o 
si stira nel rapporto di r a 1, quindi il risultato cosi ot¬ 
tenuto si fa rotare di un angolo ?, e si stira nel rapporto 
di p a 1, si trova lo stesso risultato come facendo girare 
il passo unitario dell’angolo 0 -J- <p, e stirandolo nel rap¬ 
porto di pr a 1. 

Apparisce da ciò come ogni relazione fra numeri com¬ 
plessi si possa considerare indifferentemente come una 
proprietà algebrica di quella specie di numeri, 0 come 
un teorema intorno alla rotazione, e alla trazione dei 
passi unitarii. 

3. » Finalmente, possiamo riflettere sulla soluzione del 
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quesito: « Che cos'è il rapporto di due passi diretti aq e 
ap », ossia, adottando la notazione proposta a pag. 53 . 

« Qual' ò il significato del simbolo — ? », che scaturisce 

dalla relazione considerata. Un passo, come ap e aq, che 
ha grandezza, direzione e verso si chiama, come abbiamo 
detto a suo luogo, un vettore. Perciò quel quesito torna a 
questo: Che cos’é il rapporto di due vettori, ossia quale 
operazione trasforma un vettore in un altro? La risposta 
è : Un operazione, che consiste nel prodotto di una rota- 
zione per una trazione. 

Ora, la trazione è espressa dal rapporto numerico per 
mezzo del quale la grandezza scalare di ap è collegato 
con quella di aq , quantità parimente scalare ; e perciò 
la chiamiamo un'operazione scalare. La rotazione, alla 
sua volta, converte la direzione di ap in quella di aq. 

È chiaro che ciò si otterrà, facondo girare ap intorno ad 
un asse perpendicolare al piano del foglio, sul quale sono 
segnati i due passi; e perciò la seconda parte dell'ope¬ 
razione, per mezzo della quale si converte ap in aq, non 
ò altro che una rotazione (in senso contrario a quello 
degl'indici dell’orologio) di un angolo determinato, intorno 
od un certo asse. La grandezza di questa rotazione si 
potrà immaginare rappresentata da un passo segnato sul¬ 
l'asse corrispondente; cosi se il vettore si dovesse girare 
di fi unità angolari, la grandezza di questa rotazione si 
potrà rappresentare prendendo sull' asse C unità di lun¬ 
ghezza. Si potrà fare anche la convenzione di segnare questa 
lunghezza in una direzione (« davanti al quadrante dell o- 
rologio »), se la rotazione ò in senso contrario a quello 
degl'indici, e nella direzione opposta (< dietro il quadrante *), 
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se il senso é il medesimo. Apparisce da ciò che la rotazione 
considerata si potrà esprimere per mezzo di un passo avente 
grandezza, direzione e verso ; e cioè per mezzo di un 
vettore. Cosi, la natura del rapporto di due vettori riesco 
perfettamente determinata: questo rapporto é un'opera¬ 
zione , che consiste nel prodotto di uno scalare e d'un 
vettore. Un prodotto di questa specie si chiama un qua¬ 
ternione ; termine inventato da Sir Guglielmo Hamilton, 
il quale fondò sui quaternioni un calcolo di grande ef¬ 
ficacia (*). 

Così, un quaternione è in sostanza l'operazione che, me¬ 
diante una rotazione, e una trazione, trasforma un vet¬ 
tore in un altro. Dati tre punti in un piano, è chiaro, per 
quanto precede, che la posizione del terzo per rispetto al 
primo si potrà ridurre a quella del secondo, mediante 
una certa rotazione e una certa trazione del passo che 
congiunge il primo col terzo, e cioè, mediante un quater¬ 
nione (**). 

(•) Il vettore sarà, ella sua volta, Il prodotto del vettore unitario 
avente la medesima direzione, per lo scolare, corrispondente alla 
trazione, mediante la quale esso se ne deduce : e questa operazione 
essendo d'altra natura che quella corrispondente al primo scolare, 
i due scalari, nel prodotto, si devono mantenere distinti. La posi¬ 
zione del vettore unitario si potrà fissare mediante due angoli.- cioè 
mediante l'angolo formato da esso con uno retta flssu, e l'angolo 
formato dal piano di quelle due rette con un piano fisso. Si vede 
cosi come quattro elementi occorrano per determinare un quater- 
nlone - Nota del Traduttore. 

( ) Il termine « trazione » si deve intendere che Includo ad un 
tempo il significato di una trazione nel significato comune di questa 
parola, e quello di una compressione, rappresentata da un valore 
di ? minoro dell'unità. 
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§ 14 . Relazione fra la rotazione e l'incremento logaritmico 
di un passo (*). 


Consideriamo un circolo di raggio eguale all’ unità, e 
procuriamo di delerminare come cresce questo raggio, 
quando, girando intorno al centro, descrive 1 unità ango¬ 
lare. Finora non si ó trattato che d'incremento nella di¬ 
rezione della lunghezza, e perciò parrebbe che il raggio 
di un circolo, mentre ruota intorno al centro, non potesse 
ricevere alcun « incremento. » Ma l'addizione dei vettori 
suggerisce un'estensione assai naturale del primitivo con¬ 
cetto d’incremento. Supponiamo che un passo ap, descri¬ 
vendo intorno ad a, l’angolo paq, si converta in aq. Al¬ 
lora, segnando sopra aq la distanza ap’ eguale ad ai* 
(fìg. 78 ), p'q rappresenterà l’incremento scalare, ossia l’in¬ 
cremento, che riceve ap, nella direziono della lunghezza. 



Fig. 7S. 


D’altra parte, se si considera ap come un vettore (vedi 
pag. 180 ), 

aq = ap -+- pq: 


(f) per evltore l’uso promiscuo del simbolo *n, per Indicare un 
vettore e uno scalare, che può facilmente produrre qualche confu¬ 
sione, il traduttore si è permesso di modificare leggermente in al¬ 
cuni punti, l'esposizione del testo. 
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vale a dire ap si trasforma/in aq coll’aggiunta di pq. 
Quindi, il vettore pq rappresenta un incremento di ap, 
che possiamo chiamare incremento diretto. Congiunto p 
con p', pq risulta eguale alla somma del vettore p'q, pro¬ 
cedentemente consideralo, e di pp'. Supponendo l'angolo 
pap' estremamente piccolo, pp' riuscirà perpendicolare ad 
ap; e, in tal caso, potremo rappresentare questa parte 
dell'aumento con l/^ì. p.AP, dove p esprime il rapporto 
scolare del segmento pp' al segmento ap. Dividendo per 
ap, si ottiene — i.p espressione dell’aumento relativo; 
o perciò, quando un vettore gira, l’aumento che riceve, 
ad ogni istante, in direzione perpendicolare, riferito al 
valore iniziale, si rappresenterà con una quantità scalare, 
moltiplicata pel simbolo j/ — 1. 

Ora veniamo al caso del circolo che ci siamo proposti 
di considerare. Sia op la posizione acquistata dal raggio. 



Fig. 70. 


quando, partendo da oa, ha descritto l’angolo 0, e oq una 
posizione consecutiva vicinissima, per modo che l’angolo 
poq sia estremamente piccolo. L’arco pq coinciderà sen¬ 
sibilmente colla sua corda, e questa retta si potrà consi¬ 
derare come ad angolo retto con or. Quindi, per ottenere 
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OQ, si deve aggiungere ad or il passo pq in direzione per¬ 
pendicolare. Siccome l'arclietto pq ó misuralo dal prodotto 
del raggio del circolo per l'angolo poq (pag. 1 G 8 ), il rap¬ 
porto scalare del segmento pq al segmento op sarà rap¬ 
presentato dallo stesso angolo poq, e da ciò concludiamo, 
per quanto precede, clic l'incremento che riceve op, rife¬ 
rito al valore iniziale op, sarà | 1 x angolo poq. 

Ciò posto, osserviamo che op, siccome ogniqualvolta, gi¬ 
rando intorno ad o, descrive un determinalo angolo o, riesce 
molliplicalo per una stessa quantità, cos^ -f- \/~ — 1 sin*», 
secondo la definizione (vedi pag. 206 ), cresco in ragione 
logaritmica. I precedenti risultati ci permettono di deter¬ 
minarla. Essa difalti sarà espressa dal rapporto dell'au¬ 
mento, che riceve op, descrivendo l'angolo poq, al valore 
iniziale op, diviso pel rapporto dell'angolo poq all'angolo 
unitario. Ora si è trovato che quel primo rapporto ó 
I 1 x angolo poq ; e, per conseguenza, la ragione lo¬ 
garitmica in discorso sarà -1. Perciò il risultato, che 
si ottiene, facendo girare un vettore, inizialmente rappre¬ 
sentato dall’ unità, di un angolo eguale all’ unità, si può 

rappresentare simbolicamente con e N " e quello, che si 

ottiene, facendolo girare di un angolo 0, con e N— 10 (cfr. 
pag. 210), donde concludiamo 


op = OA.e' ,0 . 


Descriviamo pm perpendicolare ad oa, e prolunghiamola 
finché incontra di nuovo il circolo, nel punto p'. Per ra¬ 
gione di simmetria, mp e mp' avranno la stessa lunghezza. 
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Inoltre, 


or = om 4- mp 


or' ~ om -t- Mr'. 


Ora, il rapporto scalare della lunghezza di om e di mp a 
quella di oa è rispettivamente cosO e sinO; quindi 



om = cosO . oa ; 


donde segue 


(cosO -f- [/~ — i sinO) 
(cosO — | t sinO). 


op = OA 


D’altra parte, l’angolo p'om ó eguale a pom ma, secondo 
la convenzione stabilita, di senso opposto, e perciò rap¬ 
presentalo da — 0, per modo che 


Confrontando le due espressioni cosi trovate di or e di 
or', no deduciamo i risultati simbolici 


e V 16 = cosO 4- 1 sinO^ 

15 = cosO — (/— 1 sinO j 


Si ha poi, perchè mp -p mp' = o, 


or — or' = 2 p» 
op + op' = 2 OM, 
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donde 


e v_ 1# _ e —vrr7»_ 2l /rr 8ine i ^ 

-4- e - V ^ tt = 2 cosO S (2> ' 

Queste relazioni furono scoperte da Eulero. Le (2) 
sono prive di senso, quando sinO e cosO si considerano 
come semplici rapporti numerici. Invece, hanno un signi¬ 
ficato chiaro e preciso le (1), quando ciascun membro di 
esse si considera come simbolo di un’operazione. Cosi, 
cosO + | ' — l sinO, applicato al passo unitario, indica di 
farlo girare di un angolo 0, mantenendone invariata la lun- 

y r .'a 

ghezza; d’altra parte, e , applicalo al passo medesimo, 
lo fa crescere in ragione logaritmica, colla ragione uni¬ 
taria , perpendicolarmente a sé stesso, mentre descrivo 
l'angolo 0; e la prima delle due relazioni (t) esprime che 
le due operazioni producono lo stesso risultato. 

§ 15 . Sulla moltiplicazione dei vettori. 

A suo luogo, abbiamo trattato del modo di sommare i 
vettori, ed esaminalo l'operazione rappresentata dal rap¬ 
porto di due vettori; ora, si presenta spontanea la domanda: 
Non si può attribuire alcun significato al prodotto di due 
vettori ? 

Se entrambi i vettori si considerano come numeri com¬ 
plessi, o come espressioni di un’operazione, si è veduto 
(pag. 228 e 229 ) che il loro prodotto rappresenta un nuovo 
numero complesso, o un'operazione risultante. Si ó anche 
veduto che cosa significa il prodotto in discorso, quando 
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un vettore esprime un'operazione, e l'altro un passo; in 
questo caso, esso indica che il passo va giralo di un 
certo angolo, e stirato in un certo rapporto. Ma, né l'uno 
nè l'altro dei due casi ora nominati vale a spiegare che 
cosa si deve intendere per prodotto di due passi, ciascun 
dei quali definisce la posizione relativa di una coppia di 
punii. 

I due passi siano ap e aq, per modo che si tratti di 
determinare il significato del prodotto ap.aq. Se ap e aq 





I ig. 80 . 


fossero semplici quantità scalari, il loro prodotto rappre¬ 
senterebbe la quantità parimente scalare, che misura il 
rettangolo contenuto dai due segmenti considerati. Ma 
non è cosi facile riconoscerne il significalo, quando od 
ap, aQ, si attribuisce direttone, non che grandezza. 



Fig. si. 


Nel caso che ap e aq siano ad angolo retto (fig. 81 ), 
sembra naturale di conservare al prodotto ap.aq il signi¬ 
ficato di area del rettangolo contenuto da ap e da aq, 
ossia della figura qapr. Ora, vediamo in qual modo si 
può generare quest' area. Supposto che il passo aq si 
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movesse parallelamente a sé stesso, e in modo che il suo 
estremo a si appoggiasse al passo a p,é chiaro che, mentre 
questo estremo descriverebbe ap, esso genererebbe il ret¬ 
tangolo qapr. Perciò, nel caso che ap e aq siano ad an¬ 
golo retto, il loro prodotto si può interpretare nel modo 
seguente : 

Per trovare il prodotto ap.aq si deve movere aq paral¬ 
lelamente a sé stesso, in modo che l'estremo a percorra 
il passo ap; l’area cosi descritta da aq rappresenta il va¬ 
lore del prodotto considerato. 

É chiaro che questa interpretazione, quantunque sug¬ 
gerita dal caso che l'angolo paq sia retto, non è meno¬ 
mamente vincolala alla grandezza di questo angolo. Sup¬ 
posto che esso non sia retto, la figura descritta secondo 
la regola precedente sarà il parallelogrammo contenuto dai 
lati ap e aq. Quindi, possiamo togliere quella restrizione, 
senza che la precedente interpretazione cessi di fornire 
un significato perfettamente intelligibile del prodotto ap.aq. 

Resta però da risolvere una difficoltà. Un’ area é una 
quantità diretta (pag. 157 ), la cui direzione dipende dal 
modo in cui si descrive il perimetro. Secondo la nota 
convenzione, l'area qapr sarà positiva, se il perimetro si 



Fig. 82. 


descrive in senso contrario a quello degl’indici dell’oro¬ 
logio, ossia da a in p; e questa ò la direzione del passo 
ap, o, se vogliamo, quella in cui si move il secondo passo. 
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Ciò posto, il prodotto ap.aq sarà l’area qatr, presa col 
segno indicato dal passo ap. 

11 prodotto aq.ap si otterrà, facendo movere il passo ap 
parallelamente a sé stesso, lungo aq, e perciò sarà egual¬ 
mente rappresentato dall’area del parallelogrammo con¬ 
tenuto da ap e da aq; ma il segno che si deve applicare 
a quest' area dev’ essere quello che indica aq , per modo 
che il prodotto in discorso sarà l'area paqr. 

Per la nota convenzione sul segno delle aree, 


Quindi 


paqr = — qapr, 
aq.ap = — ap.aq ; 


donde apparisce che, adottando la precedente interpreta¬ 
zione, il prodotto di due vettori non obbedisce alla legge 
commutativa (pag. 10). 

Se si suppone che l’angolo paq si annulli, e che il vet¬ 
tore aq diventi eguale ad ap , è chiaro che si annullerà 
anche l'area del parallelogrammo contenuto dai due vet¬ 
tori. Quindi, moltiplicando un vettore per só stesso, si ot¬ 
terrà per prodotto zero, ossia 

ap.ap = (ap) ! — 0. 

Presa una serie di vettori, a, p, y, S, ecc., per quanto 
precede, sussisteranno fra essi tanto relazioni dei tipi 
seguenti : 

a* =0, p* = 0, y* = 0, = 0, ecc. 

ap = — pa, ay = — y«, aS = — Sa, ecc. 

Py = — yp, pS = — Sp, ecc. 

yS = — Sy, ecc. 
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Grassmann fu il primo che si valse di una serie di quan¬ 
tità collegate da queste relazioni, e le chiamò unità al¬ 
ternate. 

11 lettore riconoscerà immediatamente come le unità 
alternale abbiano un'algebra affatto speciale; cosi, par 
esempio, il prodotto si sottrae alla legge commutativa, o, 
se vogliamo, obbedisce, in voce che ad essa, ad un'altra, 
in virtù della quale, il segno si cambia, scambiando di 
posto due fattori. Ciò lo trarrà a riflettere come le regole 
dell’aritmetica, che forse egli supponeva si estendessero 
ad ogni specie di quantità simboliche, non abbiano vigore 
che nel dominio relativamente ristretto delle grandezze 
scalari. Coll'estendere il significato dei simboli, per mezzo 
della successiva generalizzazione, diventa necessario di 
considerarle come pure convenzioni, e perfino di lasciarle 
interamente da parte. 

2x2 = 0, e 2x3 = — 3x2 sono un pretto as¬ 
surdo , se 2 e 3 si considerano come numeri ; ma, se a 
questi segni si attribuisce il significalo di passi diretti 
posti in un piano, diventano relazioni, alle quali il buon 
senso non trova più da movere alcuna obbjezione. 

Prendiamo due unità alternale, a e [ì, e interpretiamo 
la quantità ai -f- ù[ì, dove a e b sono grandezze scalari. 
Se oa (fig. 83) è il vettore a, a% significa che oa si deve 
stirare nel rapporto di a od 1, deducendone in tal modo 
un altro vettore, che rappresenteremo con oa’. Ad oa' 
si deve poi aggiungere il vettore on', dedotto, in modo 
analogo, da od, per mezzo della trazione b. Quindi, fatto 
a'p = on', la quantità ax + b\i, che si chiama un nu¬ 
mero alternato, sarà rappresentata dal vettore op. Som¬ 
mando i risultali ottenuti, applicando le trazioni a' e b' 
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olle unità alternato a e fi, si otterrà un altro numero al¬ 
ternalo, a'x 4- à'fì, che sarà rappresentato da oq. Ana¬ 
logamente, si potrebbero sommare i risultati ottenuti, 



Fig. 83. 


applicando determinale trazioni a tre unità alternate, 
«, jì, y, e si formerebbero cosi numeri alternati composti 
di tre termini (della forma ai d- ■+■ cy); e via discor¬ 
rendo. 11 prodotto di tanti numeri alternati quante sono 
le unità alternate, che entrano a comporli, nella moderna 
teoria delle quantità sostiene una parte importantissima: 
e si chiama un determinante. Noi ci limiteremo a con¬ 
siderare il caso di un determinante formalo mediante 
due unità. Un determinante di questo genere sarà rap¬ 
presentalo dal prodotto op.oq, che, secondo le precedenti 
convenzioni, ó eguale all’area del parallelogrammo con¬ 
tenuto da op e da oq (flg. 83), o al doppio di quella del 
triangolo qop (pag. 145). Descriviamo da q le rette cqa" e 
pqb" rispettivamente parallele ad on e ad oa; allora oa" 
= a'x, e ob" = U fi. Congiungiamo b' con q; il doppio del 


Clifford. 


10 
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triangolo b'q p sarà eguale al parallelogrammo b"p. Quindi, 
aggiungendo a entrambe queste figure il parallelogrammo 
k’e", si trova che il doppio del triangolo b'qp, e il paral¬ 
lelogrammo a b”, presi insieme, formano un’ area eguale 
a quella del parallelogrammo bV, o al doppio di quella 
del triangolo b op. Ma b’op è eguale alla somma dei trian¬ 
goli oqb', b'qp e oro. Segue da ciò che il parallelogrammo 
a b" dev’essere eguale al doppio del triangolo opq aumen¬ 
tato del doppio del triangolo oqb'. Ora, due volte questo 
ultimo triangolo fa come il parallelogrammo b'a". Quindi 
la differenza fra l’area di ab” e quella di b'a" è due volto 
l’area di opq. Il parallelogrammo a'b" si ricava da ab, ap¬ 
plicandovi lo due trazioni a e b' parallele ai lati, per 
modo che la sua area ò ab' volte quella di ab; per ra¬ 
gione analoga, l’area di b'a” è ha! volte quella di ab. Alla 
sua volta, l’area di ab rappresenta il prodotto x'p. Quindi 
l’identità 

2oPQ = a'b" — b'a” 


si potrà leggere cosi: 

(a 7 . -1- {$) (a'a + b’ f 1) = (ab' - a'b ) afi ; 

ossia, il determinante considerato è eguale all area del 
parallelogrammo contenuto dalle unità alternale ingrandito 
nel rapporto di ab' - ab ad 1. Si vede chiaramente che 
il determinante in discorso risulterà nullo, quando sarà 
ab' — ba' = 0, ossia a/b = a'/b’. In questo caso, per le 
proprietà dei triangoli simili, p e Q giacciono sopra una 
stessa retta passante per o, e perciò op.oq deve necessa¬ 
riamente annullarsi. 
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I determinanti formali per mezzo di tre unità alternale 
possiedono proprietà analoghe, che il lettore potrà tro¬ 
vare da sé, senza troppa difficoltà. In questo caso, si 
trovo una relazione geometrica fra certi volumi, che si 
deducono l'uno dall'altro, per mezzo di trazioni, nel modo 
che fu spiegalo a pag. 103 (*). 

§ 10. Altra interpretazione del prodotto di due cetlori. 

Secondo l'interpretazione alla quale siamo arrivati nel 
precedente paragrafo, il prodotto di duo vettori è un’area: 
o, conformemente ad una convenzione a suo luogo stabi¬ 
lita (pag. 158), un altro passo diretto, o vettore, perpen¬ 
dicolare al piano, in cui giacciono i due vettori che com¬ 
pongono il prodotto. 

Quella è una legittima interpretazione; ma il lettore 
deve ricordare che tale risultato non fu ottenuto che me¬ 
diante una convenzione, e cioè che si ó ammesso che 
l'area di un certo parallelogrammo fosse l'espressione 
del prodotto dei due vettori considerati. Le nostre con¬ 
clusioni stanno soltanto finché si rispetta quella conven¬ 
zione. Avremmo potuto adottarne anche un'altra, e allora 
saremmo arrivati a risultali diversi. Ora, gioverà dedurre 


C) Vado debitore al mio amico Sig. J. Rose-Innes dell'Idea d'in- 
trodurre le precedenti consideruzion! sui determinanti. Aggiungerò 
che se. al modo di Grassmann, si trattano io unità otternate come 
punti, e un numero alternato formato con esse, come il loro cen- 
troide caricato, un determinante del secondo ordine è geometrica¬ 
mente rappresentato do una lunghezza : per modo che sono I de¬ 
terminanti del quarto ordine, che, Interpretati geometricomente, 
rappresentano un volume. 
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le conseguenze di una nuova convenzione: sia pure al 
solo scopo d'imprimere nella mente del leUore l ® 
che gli assiomi fondamentali dei vara rana della mate 
ZL sono fondati sopra oonvansioni, a», oh. sopra 

verità assolute. piandosi d'interpretare il 

prodotto AP.AO, or si oonsid.rf come il posso d,rotto, eh. 



Fig. SI. 

rappresenta l'area defo. Quest'area sarà perpendicolare 
od vr Ciò posto, noi possiamo adottare la convenzione 
1 il prodotto ap.au significhi il volume, che genera .1 
vettore aQ, movendosi parallelamente a sè stesso, e m 
mod o che la sua estremità a prenda nel piano defo ogm 
posizione possibile. Questo volume sarà .1 pezzo di ehm ro 

obliquo, avente per base defo, intercettato dal pano pa¬ 
rallelo alla base condotto pel punto u. Per quanto abbiamo 
veduto ( P ag. 166), il volume di questo solido è misura o 
dal prodotto della base per l'altezza, vale a dire per la 
distanza perpendicolare ah dei due piani. Ora, siano r e 
p le grandezze scalari di ap e di aq, e 0 = l'angolo paq. 
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Allora ah = p cosO, e il volume, che esprime ap.aq, sic¬ 
come r rappresenta il numero di unità di area contenuto 
in dkfg, sarà rpcosO. Un volume é una quantità pura¬ 
mente numerica, dotata di grandezza, non di direzione; 
e perciò, secondo la nuova convenzione, il prodotto di 
due vettori è una quantità puramente scalare: risultato 
affatto diverso dal precedente. 

Inoltre, poiché re p sono semplici numeri, rp = pr ; e 
perciò ap.aq = r p cosO = pr cosO = aq.ap, dove aq si 
considera come il passo diretto, che rappresenta un’area 
contenente p unità superficiali. Quindi, in questo caso, il 
prodotto di due vettori obbedisce alla legge commutativa: 
altro risultato diverso dal precedente. Concludiamo che 
il prodotto di due vettori si potrà considerare indifferente¬ 
mente come un vettore, ed una quantità che non obbe¬ 
disce alla legge commutativa, e come uno scalare, ed 
una quantità che obbedisce alla legge medesima. Noi pos¬ 
siamo adottare liberamente 1'una o l'altra convenzione, 
purché seguitiamo poi a mantenerla. 

Questo attribuire ad un termine o ad un simbolo una 
diversa interpretazione, ò un metodo, nel campo delle 
scienze esatte, assai fecondo. Ogni nuova interpretazione 
é un'occasione per stabilire nuove leggi fondamentali: e 
queste si possono assumere per base di un nuovo calcolo 
(a seconda del caso, algebrico o geometrico). I risultati 
di questo calcolo non reggeranno necessariamente che 
per lo quantità che obbediscono a quelle leggi fondamen¬ 
tali. Cosi, le leggi a cui obbediscono i numeri, le quali 
furono credute per molto tempo i soli fondamenti possi¬ 
bili di una teoria della quantità, non altrimenti che i po¬ 
stulati d'Euclide, nel caso dello spazio, si trova che si 
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verificano solamente nei limiti delle grandezze scalari. 
Quando si estende il concetto di quantità, annettendovi 
direzione e posizione, queste leggi cadono in difetto; e si 
é obbligati ad ammettere che una od un certo numero 
di esse non regge più, e deve cedere il posto ad oltre di 
forma diversa. In tal caso, modificando le antiche, o so- 
stituendovene altro, noi adottiamo nuove leggi conformi 
al più esteso significato attribuito al concetto di quantità 
c ai simboli corrispondenti. 


§ 17. Posizione nello spazio a tre dimensioni. 

Finora non abbiamo considerato che la posizione di 
punti appartenenti ad un piano; poco abbiamo da cam¬ 
biare, per passare da questo caso a quello elio la posi¬ 
ziono di un punto t> relativa ad un punto a sia definita 
da un passo ap preso nello spazio. 

So non che osserveremo innanzi tutto che, mentre, nel 
piano, due punti, a e n, bastono per determinare la posi¬ 
zione di un terzo, p (pog. 188), per fissare lo posizione di 
un punto, p, nello spazio, occorre che ne ne siano dati 
tre, a, a, c, non posti in linea retta. Finché non si cono¬ 
scono che le distanze di r da due punti, a e b, non si sa 
altro se non che p deve trovarsi sopra un certo circolo, 
che ha il centro sulla retta ab, e il cui piuno è perpen¬ 
dicolare alla retta stessa (*); per definire la posizione di p 
sopra questo circolo, occorre di conoscere la sua distanza 


C) Evidentemente il circolo secondo il quale si segano le due sfere 
aventi per centro I punti a e u, e raggi rispettivamente eguali olle 
due distanze date ap e bp. Nota del Traduttore. 
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da un terzo punto, c. Cosi, per determinare la posizione 
nello spazio, bisogna avere la base di almeno tre punti 
non allineati (o di qualche figura geometrica equivalente). 
Per questa proprietà, lo spazio in cui viviamo si distingue 
essenzialmente dagli spazii a due dimensioni, dove per 
definire la posizione di un punto, basta conoscerne due 
(pag. 188): e riceve il nome di spazio a tre dimensioni. 

Tre punti definiscono un piano; e perciò, dati tre punti 
a, b, c, nello spazio, il piano che li contiene è un piano 
determinato, che divide tutto lo spazio per mezzo. Ogni 
punto, p, di cui si tratti di fissare la posizione, deve tro¬ 
varsi nell una o nell altra metà. Per distinguerle, gioverà 
chiamare 1 una la metà superiore al piano, l'altra, Vinfe¬ 
riore. Sia pn la perpendicolare calala da p sul piano; dato 
che si sappia trovare il punto n nel piano abc, perché la 
posizione di p riesca perfettamente determinata, non oc¬ 
correrà che di decidere, se la lunghezza pn dev’essere 
misurata sopra o sotto il piano. Perciò, converremo che, 
quando questa lunghezza si trova al di sopra del piano, 
debba considerarsi come positiva, e, quando si trova al 


? 



D 


Flg. 85. 

di sotto, come negativa. Per quanto alla posizione del 
punto n, donde dipende quella di p, essa potrà essere defi- 
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nila mediante uno qualunque dei metodi di cui ci siamo 
valsi per fissare la posizione in un piano. Ciò posto, de¬ 
scritto km (fig. 85) perpendicolare ad ab, la via per arri¬ 
vare ad m si potrà indicare cosi: si descriva lungo ab un 
passo am, per esempio, di x unità: quindi, mantenendosi 
nel piano abc, in direzione. perpendicolare, e a destra di 
ab, un passo mn di y unità: finalmente, da k, si percorro, 
andando insù, in direzione perpendicolare al piano abc, 
la distanza np, contenente, ad esempio, z unità. Si arriverà 
cosi allo stesso punto, p, come descrivendo direttamente il 
passo ap. Se x fosse stato negativo, si sarebbe dovuto 
fare, partendo da a, un passo indietro; se y fosse stalo 
negativo, si sarebbe dovuto fare un passo, sempre per¬ 
pendicolare ad ab, ma a sinistra; finalmente, se s fosse 
stato negativo, si sarebbe dovuto faro un passo perpen¬ 
dicolare al piano abc, andando ingiù. Il lettore si convin¬ 
cerà facilmente che, attenendosi a questa regolo, si potrà 
passare da a a qualunque altro punto dello spazio. 

Rappresenti i il passo unitario lungo ab, j il passo uni¬ 
tario perpendicolare ad ab, nel piano abc, e finalmente k 
il passo unitario perpendicolare a questo piano, diretto 
insù. Allora, potremo porre 

ap = ss . i + y .j + z . k, 

dove x, y, z sono quantità scalari, aventi solo grandezza 
e segno, mentre i , j, k sono vettori, in direzioni rispetli- 
vamente perpendicolari. 

Il passo ap si può considerare come la diagonale di un 
solido rettangolare (un parallelepipedo, come lo abbiamo 
chiamato a pag. 162), ed ò chiaro che, percorrendo tre 
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lati qualunque non paralleli fra loro, si arriverà sempre 
allo slesso punto p. Ora, ciò vai quanto dire che l’ordine 
in cui si prendono i passi diretti x.i, y.j e s. k ò indif¬ 
ferente. 



Il lettore riconoscerà facilmente come la somma di un 
numero qualunque di passi successivi descritti nello spazio, 
sia equivalente al passo che congiunge l’origine del primo 
col termine dell'ultimo; e da ciò si può dedurre una serie 
di proposizioni sui passi nello spazio simili a quelle che 
abbiamo dimostrato nel caso dei passi nel piano. 

Dividendo lo spazio in tanti cubetti per mezzo di tre 
sistemi di piani rispettivamente perpendicolari, potremo 
costruire delle superficie, nel modo stesso che, valendoci 
della divisione del piano in quadrali, abbiamo costrutto 
delle curve. In questo caso, prenderemo ad arbitrio i va¬ 
lori di x e y, e supporremo che la grandezza del terzo 
passo, presenti una determinata relazione con quelle dei 
primi due. Per esempio, supponendo che il rettangolo 
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contenuto da s e da una lunghezza costante a si mantenga 
eguale alla differenza dei quadrati costruiti sopra x e y, 
ossia, simbolicamente, prendendo az — x* — j/*, si arriverà 
da a a p col passo 


AP = x . i + y .j + 



I punti che si ottengono a questo modo risultano distri¬ 
buiti sulla superficie in forma di sella, che abbiamo de¬ 
scritto a pag. 107; e perciò la precedente relazione fra x, 
y e i si dice l'equazione di una superficie di quella specie. 

Ma, non potremmo ingolfarci nella teoria dei vettori 
nello spazio, senza oltrepassare di troppo i limili che ci 
siamo imposti. 

§ 18. Sui vettori localizzati o rotori. 

Finora abbiamo considerato la posizione di un punto p 
relativa ad un punto a, e l'abbiamo confrontata colla po¬ 
sizione di un altro punto q relativa allo stesso punto a. 
Cosi, abbiamo considerato il rapporto e il prodotto di duo 
passi ap e aq. 

Perciò si supponeva che i due passi considerati aves¬ 
sero un'estremità comune a, o almeno che si potessero 
spostare parallelamente a só stessi, finché un’ estremità 
dell'uno e dell'altro coincidesse nel modo richiesto. Siffatti 
passi, come abbiamo detto a suo luogo, si chiamano vet¬ 
tori. 

Ora supponiamo che, invece di confrontare la posizione 
di due punti p e q per rispetto ad uno stesso punto, a, 
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si confronti lu loro posizione relativa a due punti diversi, 
a o b. La posizione di r relativa ad a sarà definita dal 
passo ap, quella di o relativa a b, dal passo bq. 

In questo caso, si osserverà che i passi ap e bq pos¬ 
siedono, non solo grandezza e direzione, ma anche posi¬ 
zione nello spazio. Il passo ap ha una posizione nello spazio 
relativa a bq; esso non indica più soltanto la posizione 



B 



Fig. S7. 


di p relativa ad a, ma complessivamente occupa una po¬ 
sizione per rispetto al passo bq. Questa localizzazione, 
non di un punto, p, per rispetto ad un altro punto, q, ma 
di un passo, ap, per rispetto ad un altro, bq, è un nuovo 
ed importante concetto. Un vettore localizzato si chiamo 
un rotore : termino che allude alla parte sostenuta da 
queste quantità nella teoria dei corpi ruotanti (*). 

C) Clifford ( Prellminary Sketch of Biquaternions — Proreedings 
0 / thè London mathcmatlral Society, voi. IV, png. 3S3; e Mathema- 
tical Papers, London 1SSS2, png. 1S1) propone di dilaniare rotor (ab 
brevlato do rotator) « una quantità avente grandezza, direzione e 
posizione, il tipo piu semplice della quole è una velocità di rota¬ 
zione intorno ad un certo asse; » e aggiunge: « Un rotore sarà geo¬ 
metricamente rappresentato da uno lunghezza proporzionale olla 
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Procuriamo di trovare quale operazione converte it 
rotore bq nel rotore ap, o, in altre parole, proponiamoci 

. AP | 

il quesito: Che cos’è l'operazione | gQ ■ ? 

Convertire bq in ap significa ridurre bq ad avere la 
stessa grandezza, e la stessa posizione di ap. Ora, la gran¬ 
dezza del primo rotore si renderà eguale a quella del se¬ 
condo, mediante una trazione: e, come abbiamo veduto 
nel caso dei quaternioni (pag. 230), quest'operazione è 
rappresentata da un rapporto numerico, ossia da una 
quantità puramente scalare. Sia poi cd (fig. 88) la retta che 
misura la più breve distanza fra i rotori ap e bq, ed ò, 
per conseguenza, perpendicolare ad entrambi (*). 

suo grandezze, misurato sopra il suo esse, in un cerio senso. Un 
rotore ab ed un rotore cd snronno identici, quando si troveranno 
sulla stessa retto, e avranno lo stesso grandezza e lo stesso senso; 
vole a dire, un vettore si può trasportare parallelamente a sé stesso 
dovunque si vuole, un rotore invece solamente lungo lo propria 
retta. * Nel seguito del paragrafo il lesto adotto tacitamente questa 
definizione. H° ta del traduttore. 

(•) Che la più breve distanza di due rette debba essere perpendi¬ 
colare ad entrambe, si può dimostrare nel seguente modo. Immagi¬ 
niamo die olle due rette siano sostituite due verghe sottilissime e 
perfettamente levigate: e supponiamo che due anelli rispettivamente 
infilati sulle due verghe, siuno collegati da un ilio elastico teso. 
Evidentemente I due anelli scorreranno sulle verghe, finché il (Ho 
si disporrà secondo la minima distanza; perchè a questa posizione 
corrisponde In minima tensione. Ora, supponiamo elio in tal caso 
Il filo non sia perpendicolare od uno delle verghe: per esempio, che 
l'angolo In c (fig. ss) non sin retto. Allora, mantenendo il filo (Isso 
in e, si potrà spostare l'anello lungo lo verga, da c fino in c, in 
modo che l'angolo f.c'c sia retto. L’angolo In c' essendo retto, ce 
sarà il lato del triangolo ecc opposto all'angolo più grande, e sarà 
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Per ridurre bq nella posizione di ap, faremo cosi: Co¬ 
mincieremo col girare bq intorno a cd, di un certo an¬ 



golo, finché prenda la posizione no', e acquista la dire¬ 
zione di ap; poi faremo scorrere b’q', parallelamente a sé 
stesso lungo la medesima retta cd, finché ai due rotori 
corrisponda una medesima posizione (*); in seguito a che, 
se vorremo che essi coincidano punto per punto, faremo 
scorrere ulteriormente b’q', nella direzione di ap, finché i 
punti b’ ed a ne formino uno solo. 

Ora una rotazione intorno ad un asse in direzione per¬ 
pendicolare, e uno spostamento lungo 1’ asse medesimo, 
sono le operazioni, che si eseguiscono sul taglio che porta 
la testa di una vite, per introdurla in un pezzo di legno, 
e sul manico di un cavatappi, per forzarlo in un tu- 

qulndl maggiore di c'k. Quindi la lunghezza del filo c’e + ed sarà 
minore della lunghezza cd, « cd non sarà la minima distanza delle 
due verghe, come si era supposto. Concludiamo che la più breve 
distanza di due rette, dev’essere perpendicolare ad entrambe. 

{*) Vedasi la nota a pog. 251. 

Nota del Traduttore. 
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racciolo. 11 manico, in un caso, e il taglio, nell'altro, non 
solo girano, ma si avanzano nella direzione dell'asse della 
vile. Siffatto molo, simultaneamente lungo un asse e in¬ 
torno od esso, si chiama un moto elicoHale. Quando l'elica 
ha un andamento uniforme, il rapporto fra lo spazio per¬ 
corso nel senso dell'asse, e l'angolo contemporaneamente 
descritto dalla lesta della vile, è costante; cosi, un ordi¬ 
nario cavatappi, facendo due giri, si avanza il doppio 
che facendone uno solo; quel rapporto si chiama il passo 
della vite o dell’elica. Ora, vediamo come si possano ap¬ 
plicare questi concetti all' operazione, per mezzo della 
quale un rotore bq si riduce nella posizione di un altro 
rotore ap. Perciò, supponiamo che sopra una verga dis¬ 
posta secondo la minima distanza dei due rotori, cd, sia 
incisa un'elica il cui passo sia eguale al rapporto di co 
all'angolo qdq'. Allora, se s'immagina che il rotore bq sin 
fissato ad una madrevite adattata all'elica, quando occupa 
la posizione indicala dal punto d, facendo descrivere a bq 
l'angolo qbq', la madrevite coll'annesso rotore (per la 
scelta speciale del passo), percorrerà la distanza cd; e, 
per conseguenza, bq si ridurrà nella direzione e nella po¬ 
sizione di AP. 

Apparisce da quanto precede che un rotore, bq, si ri¬ 
duce a coincidere con un altro rotore, ap, per mezzo di 
una trazione, susseguila da uno spostamento elicoidale 
secondo una certa elica. Un’elica implica direzione, posi¬ 
ziono e passo; uno spostamento elicoidale (come quello 
di una madrevite) secondo l'elica, implica di più una gran¬ 
dezza, e cioè quella dell'angolo di cui si deve girare la 
madrevite. Una grandezza associata con un'elica costi¬ 
tuisce ciò che il nostro autore ha chiamato un mo- 
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tore (*), perchè rappresene il molo istantaneo più ge¬ 
nerale di un corpo rigido. Quindi l'operazione mediante 
la quale un rotore si trasforma in un altro, ó espressa 
da un motore combinato con una trazione. Questa opera¬ 
zione è, per rispetto a due rotori, ciò che un quaternione, 
per rispetto a due vettori. Il motore sostiene, nello studio 
di parecchi rami della fisica, una parte importantissima, 
o perciò gioverà al lettore di farsene un chiaro concetto. 

La somma di due vettori è, come abbiamo veduto a 
pag. 181, un terzo vettore; invece la somma di due rotori 
è generalmente un motore: e, soltanto in casi speciali, 
diventa un rotore od un vettore. La geometria dei rotori 
o dei motori, della quale non abbiamo potuto dare che un 
cenno, forma la base di tutta la teoria moderna dell’equi¬ 
librio relativo (Statica), e del movimento relativo (Cine¬ 
matica e Cinetica) dei sistemi invariabili. 

§ 19. Sulla curcalura dello spazio. 

Oggetto principale di questo capitolo è stata la posi¬ 
zione di un punto p relativa ad un punto a. Da ciò siamo 
stali naturalmente condotti a considerare la geometria dei 
passi; poiché, fatta 1 ipotesi che ogni posizione 6 relativa, 
ne viene che essa non si potrà definire altrimenti che per 
mezzo di possi. La relatività della posizione è un postu¬ 
lato, a cui siamo giunti, considerando i metodi che ser¬ 
vono abitualmente per determinare la posizione: i quali 
non dànno mai altro che posizione relativa. Cosi, la rela¬ 
tività della posizione è un postulato dedotto dall'espe- 


C) Op. cit. 
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rienza. Il rimpianto prof. Clerk-Maxwell ne esprimeva 
l'importanza colle seguenti parole: 

Noi non abbiamo, cosi dello spazio come del tempo, che cogni¬ 
zioni relative. Tornerà facile a chi si sia fatto l’abitudine di met¬ 
tere insieme delle parole, senza darsi la pena di formare i concetti 
corrispondenti, fabbricare un’antitesi fra questa cognizione relativa 
e la cosi detto cognizione assoluto, e citare la nostro ignoranza 
della posizione assoluta di un punto come esempio della limita¬ 
zione delle nostre facoltà. Ma chiunque si provi ad Immaginare le 
condizioni di unn mente, che avesse lo coscienza di conoscere la 
posizione assoluta di un punto, finirà per appagarsi dello nostra 
cognizione relativa C). 

È tanto importante di riconoscere fin dove noi possiamo 
essere sicuri della verità dei nostri postulali, che io invilo 
il lettore a ritornare sul concetto di posizione, per con¬ 
siderarlo da un diverso punto di vista; anzi voglio perfino 
invitarlo a provarsi a prendere in esame le condizioni di 
quella mente, a cui accenna il prof. Clerk-Maxwell nel- 
l'ultima proposizione del brano citato. 

Supponiamo d'avere un tubo sottilissimo, piegato in 
forma di circolo, nel cui vano si trovi un verme di lun¬ 
ghezza ab (fig. 89). Nel caso estremo che il vano del tubo 
c il verme si suppongano infinitamente sottili, fissato un 
punto c, nel tubo, la lunghezza dell’arco ca basterà per 
determinare la posizione del verme; e perciò lo spazio 
considerato si ridurrà ad una dimensione. Supposto che 
il verme sia incapace di percepire checchessia fuori dal 
proprio spazio tubulare, esso potrebbe però venire a qualche 

I 

(•) Matter and Motion, pog. 20. Vedasi anche la pregevolissima 
traduzione italiana, con proemio e note del prof. Giovanni Cantoni 
- Dumolard issi, pog. 0. 
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conclusione intorno alla natura di questo spazio, quando 
avesse la facoltà di distinguere sulla parete del tubo un 
segno c. Cosi, ritrovando questo segno, riconoscerebbe di 
ritornare al punto c; e allora, dalla circostanza, che cam¬ 
minando continuamente nel tubo, ritroverebbe di tanto in 
tanto il segno medesimo, dedurrebbe, senza esitazione, il 
postulalo che il proprio spazio ò finito. Inoltre, poiché il 
circolo ha dappertutto la stessa forma, il verme avrebbe 
sempre lo stesso grado di Pensione, e perciò suppor¬ 
rebbe senz’ altro elio il suo spazio ò uniforme, ossia che 
possiede le stesse proprietà in ogni punto. Noi facciamo 



Fig. SI). 


un'ipotesi alTalto simile, quando, estendendo a lutto lo spa¬ 
zio i postulati della geometria euclidea, che, per quanto 
c'insegna l’esperienza, si verificano sensibilmente nello 
spazio che immediatamente ne circonda, ammettiamo che 
il nostro spazio a tre dimensioni ó uniforme. Se non che 
il verme farebbe quel postulato con maggior ragione, 
perchè del proprio spazio ad una dimensione avrebbe 
esplorato ogni parte. Finalmente, il verme asserirebbe 
Clifford. 17 
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che la posizione è relativa, e determinerebbe la propria, 
per mezzo dell'arco compreso fra c ed a. 

Ora, modifichiamo alquanto le nostre ipotesi, e suppo¬ 
niamo che il verme sia incapace di fare, o di distinguere, 
un segno sul tubo. In tal caso ci persuaderemo facilmente 
eh’esso non potrebbe riconoscere se il suo spazio fosse 
limitato o no. Difatli, da una parte, non potrebbe mai ac¬ 
corgersi d'aver compiuto un giro; dall’altra, siccome 
possederebbe sempre uno stesso grado di flessione, ne 
spiegherebbe la sensazione con una condizione naturale 
del proprio organismo, anzi che attribuirla ad un'influenza 
esercitata dallo spazio: e per conseguenza non saprebbe 
distinguere il molo in uno spazio di curvatura costante (un 
circolo) dal moto in uno spazio di curvatura nulla, altri¬ 
menti chiamato omaloidale (una linea retta). Quindi avrebbe 
lo migliori ragioni per supporre che il suo spazio fosse 
infinito, e per credere di camminare in un tubo infinita¬ 
mente lungo; che, se fosse improvvisamente trasportalo 
da uno spazio all’altro, attribuirebbe la sensazione prodotta 
dalla diversa flessione a qualche alterazione del propri > 
organismo. 

Per conseguenza, in uno spazio od una dimensione, di 
curvatura costante, la posizione è essenzialmente relativa 
o un essere, che non potesse percepire nulla fuori di esso, 
vi farebbe il postulato eh' esso ó finito, oppure che è 
infinito, secondo che potesse, o non potesse, fissarvi un 
punto (*). 

(•) Ciò suppone che lo sposilo od una dimensione di curvatura 
costante cioccio In un plano; la stesso conclusione non si applico 
ad uno spazio come quello dell'elico, il quale ho una curvatura 
costante, c pure non é finito. 
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Ora supponiamo elio il verme si mova in un tubo di 
specie diversa; il quale, abbia, per esempio, la forma di 
quell’ombra del circolo, che abbiamo chiamato ellisse. In 
un tubo di questa forma il verme non avrebbe in ogni 
posto Io stesso grado di flessione: ne avrebbe il minimo 
in c (flg. 90), *• massimo in d; e, nel passare dal primo 
punto al secondo, riceverebbe una successione di flessioni 
diverse; a ciascun punto a, compreso fra c e d, corri¬ 
spondendone un grado speciale. In questo caso vi 6 dun¬ 
que qualcosa che distingue ogni punto, a, della curva, 
indipendentemente dalla sua posizione relativa ad un punto 
Asso, come sarebbe c. Al punto a corrisponde un grado 
speciale di curvatura : e, nolo che sia, la posizione di a 
sopra co riuscirà immediatamente determinata. Cosi, il 
verme, in questo spazio, per mezzo della curvatura cor¬ 
rispondente ad ogni punto, potrebbe determinarne la posi- 


c 



zione assoluta. Esso avrebbe, in tal caso, il senso della 
differenza di curvatura: e potrebbe perfino formare una 
scala di curvature procedenti per intervalli eguali. A rap¬ 
presentare lo zero di si fatta scala sarebbe atta qualunque 
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curvatura: fissata la quale, ogn'allra sarebbe espressa da 
una quantità positiva o negativa, misurata a partire dallo 
zero,secondo che fosse maggiore o minore. Lo zero potrebbe 
anche rappresentare una curvatura puramente ideale, 
cioè non esistente nello spazio consideralo, come sarebbe, 
per esempio, nel caso dell’ellisse, l'assoluta rettilineità, 
che il verme potrebbe concepire come un limite dei gradi 
presentati dall’esperienza (*). 

Apparisce da ciò che, in uno spazio « a curvatura va¬ 
riabile », cioè non unifórme, la posizione non è essen¬ 
zialmente relativa. Mentre, in uno spazio unifórme, è re¬ 
lativa la posizione, ivi sarà relativa la scala delle curvature, 
che serve per determinarla; ossia sarà relativa la misura 
dello sensazioni provale dal verme. Nel caso del tubo 
ellittico, in conseguenza della sua simmetria, vi sono 
quattro punti, come sarebbero h, e, f, e o, che hanno la 
stessa curvatura ; ma u, f ed e, o si distinguono, per la 
ragione che il verme, facendo il giro del tubo nel senso 
indicato dalle lettere ciide, in h e in f passerebbe da po¬ 
sti dove avrebbe una minor flessione a posti dove no 
avrebbe una maggiore, mentre in e e in o avverrebbe il 
contrario; e perciò esso facilmente distinguerebbe 1 una 
dall'allra le due coppie di punti. Invece, per l'eguaglianza 
delle curvature, potrebbe confondere i punti n e f. Anche 
quest'ultimo dubbio non sussisterebbe più, quando il verme 
si movesse in un tube in forma di pera, come si vede nef- 
l'annessa figura; in tal caso non vi sarebbero che due 
punii aventi una stessa curvatura, i quali, essendo nel 
caso di n e g, si distinguerebbero facilmente nel modo 
precedentemente spiegalo. 

(•) 1 fisici possono richiamare lo zero assoluto di temperatura. 
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Da quanto precede siamo tratti a conchiudere che, in 
uno spazio ad una dimensione, di curvatura variabile, la 



posizione non è necessariamente relativa. Se non che, a 
queslo riguardo, resta ila fare un' osservazione. Noi ab¬ 
biamo supposto che il verme attribuisse il diverso grado 
di flessione alla diversa posizione occupata nello spazio; 
ora, esso percepirebbe un cambiamento di flessione con 
una modificazione del proprio stalo fisico, o delle proprie 
sensazioni; e, per conseguenza, potrebbe facilmente ca¬ 
dere nell'errore di supporre lo spazio uniforme, e d’attri¬ 
buire i cambiamenti della propria flessione, realmente 
dovuti olle diverse posizioni da esso occupate nello spazio, 
ad alterazioni periodiche (se si movesse uniformemente 
lungo il tubo), o irregolari (se andasse, in qualsiasi modo, 
innanzi e indietro), alle quali il suo organismo andasse 
soggetto. Analogamente, se lo spazio avesse una curvatura 
costante, la quale, per qualche causa esterna, potesse 
complessivamente cambiare, ed anche una curvatura di¬ 
versa da punto a punto, capace di variare, in qualsiasi 
modo, col tempo, — due casi, di cui il lettore si formerà 
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un'idea, immaginando che il tubo sia di materia flessibile 
— il verme potrebbe attribuire il cambiamento della prò- 
pria flessione tanto ad una modifica/ione della natura dello 
spazio, come ad un'alterazione dello proprie condizioni 
fisiche, indipendente dalla posizione da esso occupalo. 
Segue da ciò che, in uno spazio ad una dimensione, di 
curvatura variabile, potrebbe essere fatto erroneamente 
il postulalo che la posizione è essehzialmente relativa. 

Risultali d'indole alTatto analoga si ottengono, passando 
dal caso precedente a quello di uno spazio a due dimen¬ 
sioni. In uno spazio a due dimensioni perfettamente piano 
(cosi detto omaloidale), o cioè in un piano, una ligura 
piana si potrà trasportare dovunque si voglia, senza alte¬ 
rarne por questo la forma. Se, per volerci di un imma¬ 
gine analoga a quello del verme infinitamente sottile, 
supponiamo che in quello spazio si trovi una soglia, od 
altro pesce piatto, infinitamente schiaccialo, questo pesce 
non potrebbe determinare la posizione, se non potesse 
stabilire, nel proprio spazio, dei termini; e tosto che avesse 
fissato duo punti, sarebbe in grado di determinarvi la po¬ 
sizione relativa. 

Ora invece supponiamo di prendere uno spazio a due 
dimensioni, il quale, come il precedente, sia perfettamente 
uniforme, ma abbia una certa incurvazione, e cioè la su¬ 
perficie di una sfera. Immaginiamo di stirare, e d'incur¬ 
vare la nostra soglia, finché si possa applicare a qualche 
parte di questa superficie. Essendo la superficie medesima 
uno spazio uniforme, la soglia vi si potrà movere, in modo 
qualunque, senza che occorra di modificare la flessione 
e la trazione primitiva. Se non potesse fissare sulla su¬ 
perficie alcun segnale, essa non potrebbe determinarvi 
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la posizione di un punto; e, se ne potesse segnare almeno 
due, potrebbe determinarne la posizione relativa. Final¬ 
mente, al modo stesso che il verme nel tubo circolare, 
senza l'ajuto di segnali, essa supporrebbe a buona ra¬ 
gione che il suo spazio fosse infinito, ed anzi lo consi¬ 
dererebbe come piano (omaloidale), prendendo per un fatto 
inerente alla propria costituzione fisica il grado costante 
di flessione e di trazione corrispondenti allo spazio me¬ 
desimo. 

Ora, passiamo a qualche spazio a due dimensioni, che 
non sia uniformo, come sarebbe, per esempio, la super¬ 
ficie in forma di sella che abbiamo considerato a pag. 107, 
la quale ha un'incurvazione variabile da punto a punto. 
In questo caso, il pesce, se si adattasse od una parie 
della superficie, non si adatterebbe per questo a qualsiasi 
altra ; e, per moversi, mantenendosi in quello spazio, do¬ 
vrebbe incessantemente deformarsi. Cosi, ogni poslo di 
questo spazio a due dimensioni si potrà definire per mezzo 
della flessione e della trazione particolare, che bisogne¬ 
rebbe applicare al pesce, perchè si adattasse olla super¬ 
ficie, in quel posto, ossia, per mezzo della curvatura della 
superficie, nel posto medesimo. Nelle superficie, che pre¬ 
sentano una certa simmetria, vi saranno necessariamente 
posti di egual curvatura: e, in certi casi, il pesce potrebbe 
distinguerli, nel modo stesso che il verme distinguerebbe i 
punti d'egUBl curvatura del tubo ellittico. Invece, tali posti 
non vi saranno necessariamente nelle superfìcie irregolari. 
Cosi, noi siamo tratti a fare conclusioni simili a quelle 
olle quali siamo giunti nel caso di uno spazio ad una di¬ 
mensione: La posizione in uno spazio a due dimensioni, 
che non è uniforme, si potrà determinare assolutamente, 
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per mezzo della curvatura. Basterebbe che il nostro pesco 
portasse con sé una scala indicante i gradi della flessione 
e della trazione, che corrispondono ad una certa serie di 
posizioni appartenenti alla superficie, e, per mezzo di esso, 
potrebbe determinare la propria posizione, nel relativo 
spazio, in modo assoluto. D' altra parte, esso potrebbe fa¬ 
cilmente attribuire ogni cambiamento di flessione e di 
trazione ad alterazioni del proprio organismo, affatto in¬ 
dipendenti dalla posizione da esso occupala nello spazio. 
In tal caso, esso crederebbe d’avere la vita fisica più 
variata, di cambiare continuamente sensazioni, senza che 
in ciò avesse parte alcuna la natura geometrica dello spa¬ 
zio, in seno al quale esso vivrebbe; mentre giudicherebbe 
questo spazio perfettamente uniforme, e potrebbe perfino 
ridurlo « alla squallida infinità di un’omaloide » (*). 

Cosi, dalle precedenti considerazioni sugli spazii ad una 
e a duo dimensioni, risulta che, se questi spazii non sono 
uniformi (a maggior ragione non omaloidali), la loro cur¬ 
vatura permetterà di determinarvi la posizione assoluta. Se 
non che un essere, che vivesse in quelle dimensioni, colla 
maggior probabilità, attribuirebbe gli effetti della curva¬ 
tura a modificazioni delle proprie condizioni fisiche, per 
nulla collegale coll'indole geometrica dello spazio. 

Quale insegnamento si può ricavare, per analogia, da 
quanto precede, intorno allo spazio a tre dimensioni a cui 
noi apparteniamo? In primo luogo, noi ammettiamo elio 
tutto il nostro spazio sia perfettamente uniforme, ossia che 
le figure solide non cambiino di forma nel passare, in seno 

(•) Nel coso supposto di uno spazio a due dimensioni lo suppor¬ 
rebbe un piano. Cfr. ClllTord, Lectures and Estays, voi. I, pog. :«3. 
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ad esso, da una posizione all'altra. Noi fondiamo questo 
postulato dell’uniformità sui risultati che fornisce l'osser¬ 
vazione, in quella porzione limitata di spazio della quale 
noi siamo esperti (*). Ora, ammesso pure che le nostre 
osservazioni siano esatte, dal fatto che quella porzione di 
spazio è sensibilmente uniforme, non segue per nulla che 
lutto lo spazio egualmente lo sia (**). Talo supposizione 
è una pura estensione dogmatica all'ignoto di un postu¬ 
lato, che ha l'apparenza di essere conforme al vero in quella 
parte di spazio, che noi possiamo assoggetlaro all' espe¬ 
rienza. Oro, il fare delle asserzioni dogmatiche sull'ignoto è 
piuttosto da teologi del medio evo che da moderni scienziati. 
Sulla stessa base è fondata la supposizione ulteriore che il 
nostro spazio sia omaloidale. Quando asseriamo che il no- 

(’) Qualcuno potrà pensare che II postulalo della uniformità del 
nostro spazio sia fondato sul futto che nessuno é mai riuscito II- 
nora a farsi un concetto geometrico qualsiasi della curvatura d'uno 
spazio. Prescindendo anche dal futto che l'uomo é abituato ad 
ammettere molte cose, delle quali non può formarsi un concetto 
geometrico (I matematici ammettono I punti circolari all'Infinito, 
1 teologi, la transustanziazione), osserverò che noi non possiamo 
aspettarci che qualcuno riesca a fursi un concetto geometrico del 
proprio spazio, finché non lo possa vedere da uno spazio ad un 
numero maggiore di dimensioni, ciò che significa che non vi riu¬ 
scirà mal. 

(") Bisogna però osservare che dal fatto che pare che una figura 
solida mantenga sempre la stessa forma, mentre si sposta nella 
parte di spazio da noi conosciuta, non segue clic la figura la man¬ 
tenga realmente. I cambiamenti di forma relativi agli spostamenti, 
che noi possiamo eseguire, potrebbero essere cosi piccoli da sfug¬ 
gire ai nostri sensi ; e, supposto anche che avessero luogo, potrebbe 
darsi che fossero da noi attribuiti a « cause fisiche • — al calore, 
ulta luce, al magnetismo — che sono forse semplici nomi, sotto i 
quali si celano altrettante variazioni della curvatura dello spazio. 
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stro spazio 6 uniforme, supponiamo che esso abbia una 
curvatura costante (come il circolo fra gli spazii ad una 
dimensione, e la sfera fra quelli a due); quando supponiamo 
inoltre clic sia omaloidale, ammettiamo che questa cur¬ 
vatura sia nulla (come quella della retta, fra gli spazii 
ad una dimensione, e quella del piano, fra gli spazii a 
due). Questa supposizione figura nell’ordinaria geometria 
sotto la forma che due piani paralleli, e, in un medesimo 
piano, due rette parallele — vale a dire piani, e retto 
poste in uno stesso piano, che, per quanto si prolunghino, 
non s'incontrano mai — hanno, nel nostro spazio, una 
reale esistenza. Questa esistenza, che noi non possiamo 
evidentemente constatare, si ammette come un risultalo 
fondato sull'esperienza di ciò che accade in una porzione 
limitata di spazio. Ora, se noi possiamo ammettere che 
quella parte di spazio della quale siamo esperti ó sensi¬ 
bilmente omaloidale, non abbiamo per questo il diritto 
di estendere dogmaticamente questo postulalo a (ulto lo 
spazio. Una curvatura costante, impercettibile in quella 
parte di spazio che noi possiamo assoggettare all'espe¬ 
rienza, ed anche una curvatura che variasse in modo 
quasi insensibile col tempo, potrebbero egualmente sod¬ 
disfare a quanto l'esperienza c'insegna che si verifica 
nello spazio da noi abitato (*). 

O II lettore avrò notato la circostanza die , quando si tratta di 
levare un pezzo di supcrllcie. per adagiarlo sulla superficie mede¬ 
sima in un altro posto, bisognerà, in generale, stirarlo, non elio 
piegarlo: per modo die, n definire la curvatura del diversi punti 
d'una superficie come il paraboloide iperbolico, si A immaginato 
die concorra, colla flessione, la trazione, che dev’essere applicala 
ad un elemento superficiole, per adattarlo alla superficie in quel 
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Ma, spingendo l’analogia un passo più innanzi, poiché il 
verme e il pesce, che abbiamo supposto appartenere rispet¬ 
tivamente ad uno spazio od una, e a due dimensioni, assai 
facilmente attribuirebbero gli effetti di un cambiamento 
della curvatura dei relativi spazii a modificazioni delle 
loro condizioni fisiche, domandiamoci, se non potrebbe 
■ tarsi che, in modo simile, noi considerassimo come va¬ 
riazioni fisiche degli effetti realmente dovuti a cambia¬ 
menti della curvatura del nostro spnzio; in oltre parole, 
se alcune delle cause, che noi chiamiamo fisiche, e forse 
tulle, non fossero per avventuro dovute olla costruzione 
geometrica del nostro spazio. 

Ora, vi sono tre specie di variazioni della curvatura, 
che si devono considerare come possibili : 

l.° 11 nostro spazio possiede forse effettivamente una 


runto. Oro, queste duo operazioni differiscono essenzialmente l'uno 
■ Ioli'nitro per ciò, die lo lunghezza di un filo teso sulla superficie 
fro due punti qualunque di esso, e l'angolo formolo da due (Ili, tesi 
parimente sullo superficie, e passanti per un punto, in modo da com¬ 
prenderne uno porte, non varieranno per la flessione, mentre va¬ 
rieranno invece per effetto della trazione. In conseguenza di ciò, 
supposto che una superficie possieda la proprietà, che un pezzo 
qualunque di esso si possa levare, e adagiacelo in un altro posto 
qualsivoglia, senza che occorra stirarlo (o variarne lo trazione', un 
essere, clic appartenga a questa superficie, furò il postulato che un 
pezzo qualunque del proprio spazio si può trasportare In seno od 
esso, senza clic ne vari! per questo lo grandezza e la forma : il 
quale è il primo dei nostri postulati fondamentali sullo spazio (pa¬ 
gina 55). È chiaro che questa proprietà apparterrà a tutte le su¬ 
perficie, che si possono ottenere piegando In un certo modo una 
superficie sferico, o il piano, come la superficie d'un cilindro, od'un 
cono. Ma appartiene anche ad un'altra classe di superficie, che si 
distinguono dalle precedenti perchè il plano tangente (come nel pò- 
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certa curvatura, diversa da punto a punto, che noi non 
sappiamo apprezzare, perché troppo limitala è la regione 
dello spazio da noi conosciuto, o perché confondiamo 
quelle piccole variazioni con alterazioni delle nostre con¬ 
dizioni fisiche, che non colleghiamo coi nostri spostamenti. 
Un essere, che potesse riconoscere quella curvatura va¬ 
riabile, dovrebbe avere il concetto della posizione assoluta 
di un punto; e per esso il postulalo che la posiziono è 
relativa perderebbe ogni significalo. Perciò non sembra 
tanto diffìcile di concepire una mente capace del concetto 
di posizione assoluta, come ci lascierebbe credere Clerk- 
Maxwell ; tale sarebbe la mente di un essere che sa¬ 
pesse distinguere quei cambiamenti cosi delti fisici, clic 
sono effettivamente geometrici, e cioè dovuti od uno spo¬ 
stamento nello spazio. 

2° Forse il nostro spazio è realmente uniforme (di 
curvatura costante), ma la grandezza della sua curvatura, 

raholoide Iperbolico) sego lo superficie net punlo In cui lo tocca : 
e lo geometria di nueste superficie, chiamate pseudosferiche, e quella 
die divento lo geometria del piano, quando ni nostro secondo postu¬ 
lato sullo spazio si sostituisce 11 postulato più generole che lo spozio 
e infinito (vedi le note a pog.S5eS3) ; insigne teorema di Bellraml. 

Il primo postulato fondamentale stabilisce un'analogia fon questo 
classi di superficie (che. secondo la definizione geometrica della 
curvatura, si chiamano a curvatura costante) e 11 nostro spazio n 
tre dimensioni. E se s'immagina di'esso possieda una curvatura 
analoga n quella delle superficie pseudosferiche, dei plani, e, in un 
plano, delle rette, che, per quanto si prolunghino, non s'inconlrnno, 
avranno nello spazio medesimo una reale esistenza; ma fissato un 
piano, e. in un piano, uno retta, non vi sarà un solo plano, e una 
sola retta del piano, che, per quanto si prolunghi, non V incontra, 
come avviene nello spazio omoloidale (cfr. l'ultima nota citata). 

Nota del Traduttore. 
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jiur mantenendosi sempre eguale in tutti i punii, va con¬ 
tinuamente cambiando. In questo caso la nostra geome- 
Iria. fondata sull'ipotesi dell’uniformità, si applicherebbe 
sempre a qualunque regione dello spazio; ma il cambia¬ 
mento continuo della curvatura produrrebbe una succes¬ 
sione di apparenti fenomeni fisici. 

Finalmente si può immaginare che il noslro spazio 
abbia dappertutto una curvatura quasi uniforme, la quale 
varii da punto, e, nei singoli punti, col decorrere del tempo. 
Le variazioni nel tempo produrrebbero effetti, che noi 
abbastanza naturalmente attribuiremmo a cause fisiche 
indipendenti dalla geometria dello spazio. Anzi, possiamo 
forse spingerci fino a supporre che si fotta variazione 
della curvatura dello spazio fosse per avventura « ciò 
che realmente succede in quel fenomeno, che noi chia¬ 
miamo il molo della materia » (*). 

Queste considerazioni sulla natura dello spazio sono spe¬ 
cialmente destinalo a fornire al lettore una giusta idea 

(•) Sembra cbe ClilTord sin stato il primo die enunciò questa no¬ 
tevole possibilità ( Mathematical Paper s, png. 21). Aggiungerò le 
seguenti osservazioni: Le principali quantità tisiche, die variano 
colla posizione e col tempo sono 11 coloro, In luce e l’elettroma¬ 
gnetismo. Sono queste quantità, che si dovrebbero considerare In 
special modo, quando si trattasse d'indagare quali cambiamenti 
tisici potrebbero provenire da cambiamenti della curvatura dello 
spazio Supposto cbe 11 limite di un corpo qualunque fosse defor¬ 
mato, per effetto di un'alterazione della curvatura dello spazio, 
analogamente al caso di uno c di due dimensioni, non varierebbe 
per questo 11 volume del corpo. Inoltre, ammesso come assioma 
che lo spazio reagisca all' Incurvnzlone con una forza propor¬ 
zionale all'alterazione prodotto, si trovano onde di • spostamento 
di spazio • affatto slmili a quelle del mezzo elastico, che ordina¬ 
riamente si suppone trasmettere la luce e 11 calore; come pure si 
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del carattere dei postulali, che noi poniamo per base delle 
scienze esatte. Questi postulati non sono, come troppo 
spesso si crede, verità necessarie ed universali ; essi non 
sono che assiomi, fondati sull'esperienza di una certa re¬ 
gione limitala di spazio. Nel modo stesso che, per fabbricare 
la teoria di un ramo di fisica, partiamo dall’esperienza, e 
fondiamo sui nostri esperimenti un certo numero di assiomi, 
che ne firmano in tal modo la base, cosi gli assiomi, che 
prendiamo per fondamento della geometria, per (juanto 
meno palesemente, sono realmente un risultato dell’espo* 
rienza. Il pericolo a cui ci esponiamo, asserendo dogma¬ 
ticamente che un assioma, dedotto dall’esperienza di una 
regione limitala di spazio,sia universalmente vero, 6 oramai 
abbastanza evidente. Questa credenza potrebbe sottrarci 
una possibile interpretazione dei fenomeni fisici, o indurci a 
respingerla, tosto che ci si presentasse olla mente Difalti, 
f|ualun<]ue possa essere la parte, che, nella fisica dell'avve¬ 
nire, sono destinate a sostenere le ipotesi che lo spazio non 
sin omaloidale, e che la sua natura geometrica varii col 
decorrere del tempo, non si può sicuramente'rifiutarsi dal 
considerarlo come spiegazioni possibili ilei fenomeni fisici, 
pel fatto che sono in opposizione colla credenza volgare 
che certi assiomi geometrici siano universalmente veri, 
credenza nata da secoli di culto cieco del genio di Euclide. 

presenta « una rotazione elementare di spazio », elio corrisponde 
esattamente all'Induzione magnetica, e soddisfa a condizioni simili 
a quelle clic sussistono pel campo magnetico. Resta du decidere, 
se ni fisici non tornerebbe piu semplice ammettere che lo spazio 
sia suscettibile di una curvatura variabile, e di uno resistenza alla 
variazione medesima, piuttosto che supporre l’esistenza di un mezzo 
sottile, ctie riempie uno spazio omaloidale invariabile. 



CAPITOLO V. 


MOVIMENTO 


§ 1 . Sulle carie specie di movimento. 

Mentre i capitoli sullo Spazio e sulla Posizione avevano 
per oggetto le grandezze, le forme e le distanze delle 
cose, il presente capitolo, dedicato al Movimento, tratterà 
delle variazioni, che, nelle grandezze, nelle forme o nelle 
distanze, avvengono col decorrere del tempo. 

Che cosa s'intenda nelle scienze esatte per « varia¬ 
zione », in confronto di ciò che s'intendo nel linguaggio 
famigliare, apparirà dall' argomento di questo capitolo 
forse meglio che da ogn' altro. 

Noi abbiamo potuto raggiungere il risultalo di esprimere 
esattamente lo quantità e la posizione, col rappresentarlo 
per mezzo di rette, invece che per mezzo di numeri: per 
quanto sembri, a prima vista, che quel metodo ci faccia 
fare un passo indietro, piuttosto che portarci avanti, ri¬ 
traendo del segno d’aprir le braccia, che fa il bambino, 
per mostrare che il suo bastone è tanto lungo, più che di 
un processo di calcolo scientifico. 

Ma non ó altrettanto facile descrivere esattamente un 
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movimento, sebbene questo concetto non sin per sè stesso 
meno comune e famigliare di quello di quantità e di po¬ 
sizione. 

Per prendere un caso abbastanza semplice, supponiamo 
che una persona, viaggiando in ferrovia, sieda all estre¬ 
mità di un compartimento, colla faccia rivolta alla mac¬ 
china: e che, ad un certo punto, mentre il convoglio pro¬ 
cede per la sua via, si alzi, passi all altra estremità, e si 
metta a sedere in modo da andare all’indietro. Per spie¬ 
gare l’atto di quella persona, avremo detto anche troppo; 
ma, in tal modo, si è ben lungi dal descriverne esatta¬ 
mente il movimento, durante quel tempo. A tal fine, 
poiché il convoglio si move, bisognerà indicare, in primo 
luogo, qual fosse la sua direzione, e la velocità del suo 
movimento, ad ogni istante dell intervallo considerato. 
Ciò ratto, resterà da descrivere il moto della persona 
per rispetto al convoglio: al quale scopo si dovrà far 
astrazione del movimento di esso, e indagare come si 
moverebbe la persona nel compartimento supposto fermo. 
Ora essa cambia, in primo luogo, di posizione, passando 
da uh canto al conto opposto ; poi, durante questo spo¬ 
stamento, gira intorno a sè stessa ; finalmente, nell’ allo 
che si alza da sedere, che cammina, e che si mette a 
sedere di nuovo, molti de* suoi muscoli cambiano di gran¬ 
dezza e di forma. Quindi, bisognerebbe saper dire esat¬ 
tamente, prima, in qual direzione, e con quale velocità 
si movesse ad ogni istante, come nel coso del convo¬ 
glio: poi, con quale velocità girasse intorno a sè stessa: 
e finalmente quali fossero i cambiamenti di grandezza 
o di forma dei muscoli, e con quale velocità si com¬ 
pissero. 
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Si osserverà immediatamente che questa sarebbe una 
operazione assai scabrosa, e che non occorrerà mai di de¬ 
scrivere il movimento di una persona con tanta minutezza. 
Ciò è verissimo; il caso, che abbiamo addotto come esem¬ 
pio, non è di quelli che occorre descrivere minutamente; 
ma ne troveremo facilmente un altro, affatto analogo, la 
cui precisa descrizione avrebbe la massima importanza. 
La terra gira intorno al sole, compiendo una rivoluzione 
all’anno; al tempo stesso, gira intorno al proprio asse, 
compiendo una rotazione al giorno; e, mentre partecipano 
a questi movimenti, le parti scorrevoli di esso, l'atmosfera 
e l’oceano, subiscono continui cambiamenti di forma e di 
«tato, che molti fenomeni ci rendono palesi : e lo stesso 
nucleo solido va soggetto a piccole alterazioni di forma 
e di grandezza, le quali però non sono abbastanza sen¬ 
sibili da prestarsi ad un’ osservazione accurato. Ognun 
vede quanto sarebbe importante che le vicende dell'atmo¬ 
sfera e del mare si sapessero calcolare e predire; e per¬ 
ciò, ecco un problema, non meno complicato del prece¬ 
dente, lo cui rigorosa soluzione presenta il maggior in¬ 
teresse. 

Il metodo a cui si ricorre, per attaccare il problema in 
discorso della descrizione precisa del movimento, consiste 
nel cominciare dai casi più semplici; e cioè dai casi, dove 
non si presentano certe circostanze, che complicano par¬ 
ticolarmente le questione. Prima di tutto, giova limitarsi 
allo studio dei moti di quei corpi, nei quali non avven¬ 
gono cambiamenti di grandezza e di forma. Un corpo, che, 
nell'intervallo di tempo consideralo, conserva inalterata 
la grandezza e la forma, si dice rigido. Il vocabolo « ri¬ 
gido » si adopera qui in un senso tecnico, proprio della 

ìs 
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dinamica ; e non significa che il corpo resista ad ogni 
azione, che tenda a modificarne la forma e la grandezza, 
come nel linguaggio ordinario: ma solo che, durante un 
certo intervallo di tempo, non presenta alterazioni di que¬ 
sta specie. Ciò posto, il primo e più semplice caso è quel 
moto di un corpo rigido, per effetto del quale il corpo 
non gira : donde segue che ogni retta in esso tracciala, 
durante il moto, cambia di posto, ma conserva sempre 
la medesima direzione. Ciò si esprime, dicendo che ogni 
retta « rigidamente riunita » col corpo si mantiene paral¬ 
lela a sé stessa. Un movimento cosi definito si chiama 
un mocimento di traslazione, o anche semplicemente una 
traslazione ; e perciò il primo e più semplice caso, che 
ci converrà studiare, è la traslazione dei corpi rigidi. In 
seguito, si passerà a considerare quel moto degli stessi 
corpi, pel quale essi girano intorno a só stessi, cioó la 
rotazione ; ed esaminato anche questo movimento, reste¬ 
ranno da descrivere i cambiamenti di grandezza e di 
forma, che generalmente un corpo potrà presentare, i 
quali si comprendono sotto il nome di dilatazioni. Appa¬ 
risce da ciò come lo studio del movimento richieda una 
completa indagine delle traslazioni, delle rolazioni e delle 
dilatazioni; alla quale si dovrà far seguire quella del modo 
di comporle insieme. Esaurite queste indagini, noi saremo 
finalmente in grado di dare una precisa descrizione dei 
movimenti; e allora, ma non prima, potremo determinare 
con perfetta esattezza le condizioni, nelle quali si compie 
un movimento di data specie: ciò che noi chiamiamo una 
legge di natura. 







movimento. 


27.1 


§ 2. Traslazione e curca delle pomiioni. 

Consideriamo, in primo luogo, la traslazione di un corpo 
rigido. 

Perciò, immaginiamo che una tavola sia trasportata 
dairulUmo piano al pian terreno di una casa, in modo che 
tu sua superficie si mantenga sempre orizzontale, e che 
la sua lunghezza sia sempre rivolta da nord a sud ; non 
facciamo alcuna restrizione sulla forma della scala; sup¬ 
poniamo soltanto che la tavola non sia mai nè inclinalo, 
nè girata intorno a sè stessa. La tavola, in questo caso, 
riceverà una traslazione. Ora è chiaro che, se si consi¬ 
dera uno dei quattro canti, o l'estremità di una gamba, o 
qualsiasi altro punto, questo punto descriverà una certa 
curva, in un modo determinato: ciò che significa che, ad 
ogni punto della curva, si sposterà con una determinata 
velocità. Ciò posto, il moto di traslazione presenta la pro¬ 
prietà importante, per la quale riesce piu facile di trat- 
tnrlo che qualunque altro, che questa curva, per tutti i 
punti del corpo, ha la stessa grandezza e la stessa forma, 
ed è egualmente descritta. Clic ciò avvenga, nel caso dello 
tavolo, segue immediatamente dalla supposizione eh essa 
non venga mai nè inclinata, né girata intorno a sè stessa : 
donde apparisce che tutti i suoi punti dovranno spostarsi, 
ad ogni istante, nella stessa direzione e colla stessa ve¬ 
locità. Quindi, per descrivere il movimento in discorso, 
basterà descrivere quello di un punto particolare, come 
sarebbe l'estremità di una gamba; ed, in generale, il pro¬ 
blema di descrivere il molo di traslazione di un corpo 
rigido qualunque, si ridurrà a quello di descrivere il moto 
di un punto lungo uno curva. 
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Ora questo é un còmpito ben più facile di quello che 
fosse il nostro primitivo problema di descrivere il moto 
della terra, o quella della persona nel convoglio ferro¬ 
viario; ma vedremo, che, studiato convenientemente que¬ 
sto caso, ci tornerà facile di ricavarne altri più compli¬ 
cati. So non che, anche ridotto a questi termini, il nostro 
problema non è ancora abbastanza semplice, per poter 
essere direttamente attaccato. Ciò che noi dobbiamo fare, 
rammentiamolo, è determinare esattamente il posto occu¬ 
palo da un certo punto, e la velocità del suo spostamento, 
od ogni istante, durante un certo intervallo di tempo. 
Perciò, noi dovremo determinare, in primo luogo, la 
forma della curva lungo la quale il punto si move; quindi, 
indicare il cammino percorso dal punto dal principio del 
moto fino ad ogni dato istante; e finalmente, la velocità 
da esso posseduta, all'istante medesimo. Per trattare questo 
problema, giova cominciare dal caso più semplice, nel 
quale il punto descrive una retta, e lasciare, per un mo¬ 
mento, da parte ogni determinazione di velocità ; ciò che 
riduce il problema a indicare la posizione occupata dal 
punto, sopra una certa linea retta, ad ogni dato istante, 
durante un determinato intervallo di tempo. 

Ora, si è veduto a suo luogo qual sia il miglior modo 
di definire la posizione di un punto sopra una retta. Esso 
consiste nel definirla per mezzo del passo, che conduce 
il punto alla posizione medesima, da un posto fisso ; il 
quale sarà un passo di certa grandezza, spiccato da quel 
posto, e diretto, a seconda del caso, verso destra o verso 
sinistra. Per indicare la lunghezza del passo, se vogliamo 
farlo esattamente, non dobbiamo valerci di vocaboli o di 
numeri, ma descrivere una retta, che rappresenti la lun- 
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ghezza corrispondente ad ogni istante, durante V intervallo 
di tempo considerato, per modo che la domanda: dov'era 
il punto in quell' istante ? trovi sempre lo sua risposta. 
Ma una domanda, perchè si possa esattamente rispondervi, 
dev'essere anzitutto fatta esattamente; e perciò, nel caso 
nostro, bisognerà prima indicare in modo preciso l’istante 
a cui la domanda si riferisce. 

Ora il tempo, come la lunghezza, è una quantità con¬ 
tinua, che in generale non si può definire a parole, o per 
mezzo di numeri, ma bensì descrivendo una retta, che la 
rappresenti in una certa scala. Ciò premesso, supponiamo 
che l’intervallo di tempo, durante il quale si tratta di de¬ 
terminare il movimento di un punto, sia quello che decorre 
da mezzogiorno al tocco. In tal caso, segneremo sopra 
una retta un punto che rappresenti mezzogiorno, ed un 
altro che rappresenti il tocco; allora ogni istante com¬ 
preso fra mezzogiorno ed il tocco si troverà rappresentato 
dal punto, che divide la distanza dei due punti cosi se¬ 
gnali nello stesso rapporto, in cui l'istante medesimo di¬ 
vide l'intervallo compreso fra mezzogiorno e il tocco. Ciò 
posto, ad ognuno di questi punti dobbiamo assegnare una 
certa lunghezza, la quale rappresenti (in una scala oppor¬ 
tunamente fissata) lo spazio percorso dal mobile fino al¬ 
l'istante corrispondente; e resta da decidere in qual modo 
segneremo questi spazii. 

Riflettiamo innanzi tutto sulle difficoltà, che presenta il 
quesito che ci siamo proposti. Se ci bastasse una soluzione 
approssimata, potremmo costruire una tavola, ed esprimere 
gli spazii percorsi dal punto mobile in centimetri e fra¬ 
zioni decimali di centimetro, registrando un valore per ogni 
minuto, oppure per ogni secondo, dell'intervallo considerato 
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di un'ora. Le tavole annesse alle Effemeridi Astronomiche, 
che, sotto diversi nomi, si pubblicano dai grandi Osserva¬ 
tore, le quali forniscono la posiziono della luna e dei pia¬ 
neti, ad ogni epoca dell’anno, sono costruite secondo questo 
principio. Il calcolo di una tavola siffatta richiederà un la¬ 
voro più o meno grande, a seconda della minutezza pre¬ 
scritta; cosi, è chiaro che, per costruire una tavola, che 
indichi la posizione del punto ad ogni secondo, bisognerà 
impiegare un tempo sessanta volte più lungo di quello 
che occorrerà, per costruirne una che la indichi soltanto 
di minuto in minuto, perchè vi sarà da calcolare un nu¬ 
mero di valori sessanta volte maggiore. Ma, per fornire 
■esattamente il molo del punto, la tavola dovrà indicare 
la posizione del punto ad ogni istante; e perciò contenere 
un numero infinito di valori. Di più, questi valori dovranno 
esser rappresentali, non già da numeri, ma da lunghezze. 
•Orbene, questo metodo figurativo di costruire una tavola 
è, nella massima parte dei casi, assai più semplice dell'altro. 



Flg. 92. 


Per tornare al caso considerato, le rette, che rappre¬ 
sentano gli spazii percorsi dal punto, dal principio del 
movimento ai singoli istanti, si segneranno nel modo se¬ 
guente. 
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Sia ab la lunghezza che rappresenta l'intervallo di tempo 
compreso fra mezzogiorno e il tocco, ed il punto m indichi 
un istante intermedio qualunque. Allora, se da m s'innalzerà 
una retta perpendicolare ad ab, la cui lunghezza rappre¬ 
senti (in una scala presa ad arbitrio) lo spazio percorso 
dal punto mobile fino a quell’istante, l'estremità p di questa 
retta corrisponderà al valore am del tempo, col quale si 
entra nella tavola. Ora, se, allo stesso modo, s'immagina 
innalzata una retta perpendicolare da ogni punto di ab, 
tutti i punti p, che segnano l'estremità delle singole rette, 
giaceranno sopra una certa curva; e questa curva rappre¬ 
senterà una infinità di valori della tavola, corrispondenti ad 
altrettante entrale. Difalli, una volta descritta questa curva, 
se si domanderà: qual'era la posizione occupata dal punto 
ad un istante qualsiasi compreso fra mezzogiorno ed il 
tocco? (indicando questo istante nel giusto modo, col se¬ 
gnare fra a e b un punto, il quale divida la retta ab nello 
stesso rapporto in cui l’istante dato divide l'intervallo di 
un'ora), per ottenere la risposta, basterà innalzare dal punto 
cosi segnato la perpendicolare ad ab, e prolungarla finché 
incontra la curva; la lunghezza di questa retta rappresen¬ 
terà, nella scala convenuta, lo spazio percorso dal punto. 

La curva cosi costruita si chiama la curva delle posi- 
ìioni del movimento considerato; e perciò arriviamo al 
risultato che la determinazione precisa di una traslazione 
lungo una retta si otterrà descrivendo la curva delle po¬ 
sizioni. 

Cosi, abbiamo imparato a determinare, per mezzo di 
una curva, le posizioni occupate da un corpo che pos¬ 
siede un moto di traslazione secondo una retta; e, a quel 
modo, non solo rappresentiamo un numero infinito di posi- 
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zioni, mentre ogni tavola numerica non ne comporterebbe 
che un numero finito, ma indichiamo altresi ogni posiziono 
con precisione assolula, invece che per approssimazione. 
Giova notare però che in questo, come in ogni altro caso 
simile, lo precisione è puramente ideale; é precisione di 
concetto, non di effettiva misura. Difatli, non si potrà ot¬ 
tenere la vera misura di una lunghezza, descrivendo la 
retta che la rappresenta, più che esprimendola in centi- 
metri e frazioni di centimetro: ma si potrà ragionare sul 
disegno come se fosse esatto, mentre, in generale, l'espres¬ 
sione numerico sarà essenzialmente approssimala. 

* 

§ 3. Moto uniforme. 

Finora abbiamo supposto che il punto considerato si 
movesse lungo una retto; se invece descriverà una curva, 
la costruzione precedentemente spiegala della curva dello 
posizioni si applicherà egualmente anche a questo caso, 
colla sola differenza che lo spazio percorso fino ad un 
istante qualsivoglia dovrà essere misuralo, partendo da 
una certa posizione fisso, lungo la curva. Segue da ciò 
che qualunque movimento di un punto, ossia qualunque 
moto di traslazione, si potrà definire, per mezzo di una 
curva delle posizioni debitamente tracciata; e per conse¬ 
guenza, la classificazione e il confronto di quei movi¬ 
menti si riduce ad una classificazione e ad un confronto 
di curve. Qui pure torno opportuno, e, possiam dire, ó 
necessario, di cominciare da un caso semplice. Perciò, 
prendiamo il caso del moto uniforme, nel quale il corpo 
percorre spazii eguali in tempi eguali, per modo che, 
come facilmente si vedrà, la curva delle posizioni di- 
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venia una retta. 11 moto uniforme si definisce anche 
come quello, nel quale un corpo si move sempre colla 
stessa velocità, e non ora più presto, ed ora meno. È 
ovvio che, in questo caso, due spazii eguali, qualunque 
siano, saranno percorsi in tempi eguali; e perciò queste 
due definizioni del moto uniforme sono equivalenti. 

Fu dimostrato da Archimede (la dimostrazicne, fondala 
sulla definizione di quarta proporzionale, è semplicissima) 
che, se spazii eguali sono percorsi in tempi eguali, spazii 
diversi saranno percorsi in tempi ad essi proporzionali. 
Ammessa questa proposizione, riesce evidente che, nel 
caso in discorso, la curva delle posizioni deve ridursi ad 
una retta; poiché, la retta ó la sola linea, nella quale si 
verifico la proprietà che l’altezza di ogni punto è pro¬ 
porzionale alla sua distanza orizzontale do una retta fisso. 

La relaziono che passa fra la linea retta e il molo uni* 
forme, si vedrà anche nel seguente modo. 

Immaginiamo di salire sopra un colle, e di avanzarci, 
in direziono orizzontale, di quattro chilometri all’ora. In 
direzione verticale, c’ innalzeremo con una velocità, che 
dipenderà evidentemente dalla pendenza; che, se il de¬ 
clivio sarà piano, vale a dire avrà dappertutto la stessa 
pendenza, questa velocità sarà anche ad ogni istante la 
stessa, e il nostro moto verticale, uniforme. In questo 
caso, se il colle, con quattro chilometri di base, ne avrà 
uno d'altezza, siccome per ipotesi, lo base sarà percorsa 
in un’ ora, sarà egualmente percorso in un’ ora il chilo¬ 
metro d’altezza: e noi ci porteremo verticalmente in allo 
colla velocità costante di un chilometro all’ora. Parimente, 
se il colle avrà due chilometri d’altezza, e sarà quindi 
erto il doppio di prima, c’ innalzeremo, in direzione ver- 
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ticale colla velocità costante di due chilometri all'ora. Se 
invece il colle avrà una pendenza variabile da punto a 
punto, per modo che, veduto di fianco, si disegnerà se¬ 
condo una curva, è chiaro che, mantenendo l’ipotesi che 
ci avanziamo in direzione orizzontale con velocità costante, 
la velocità, colla quale ci porteremo verticalmente in alto, 
sarà diversa a seconda del posto. In ogni caso, il « pro¬ 
filo » del colle si potrà considerare come la curva delle 
posizioni corrispondente al nostro moto verticale. Poiché 
lo spazio guadagnato in direzione orizzontale, essendo 
sempre proporzionale al tempo, si potrà prendere, per 
rappresentare il tempo; e perciò la linea, che segna il 
profilo del colle, risulterà descritta secondo la regola a 
suo luogo indicata, per descrivere la curva delle posizioni 
di un movimento : cioè, prendendo una retta orizzontale 
proporzionale al tempo decorso, e, dal termine di essa, 
innalzando una perpendicolare indicante l'altezza rag¬ 
giunta nel tempo stesso. Concludiamo che, nel esso del 
moto uniforme, la curva delle posizioni si riduce ad una 
retta, dalla cui pendenza dipende la velocità kel movi¬ 
mento; mentre, nel caso di un moto vario, essa è una 
curva, e la velocità del movimento dipende, ad ogni istante, 
dalla sua pendenza, diversa da punto a punto. 

Nel caso del moto uniforme, ò ovvio il significato della 
velocita del mobile. Cosi, se una persona cammina unifor¬ 
memente colla velocità di sei chilometri all'ora, s'intende 
che percorre sei chilometri in un’ora, un chilometro ogni 
dieci minuti, la decima parte di un chilometro al minuto, 
e cosi via, in proporzione. Ma potrà anche darsi che la 
velocità, con cui una persona cammina, non si possa 
esprimere per mezzo di numeri ; cioè che la persona non 
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percorra un numero determinalo di chilometri all ora, e 
che il cammino da essa percorso in questo tempo non si 
possa esprimere esattamente per mezzo di chilometri e di 
frazioni di chilometro. In questo caso, rappresenteremo la 
velocità del movimento come le altre quantità continue, 
traccieremo sopra un foglio, in una certa scala, una retta, 
la quale rappresenti la lunghezza percorsa dalla persona 
all’ ora, o al minuto, o in un altro intervallo di tempo 
qualsiasi, a nostra scelta; cosi, per esempio, la velocita 
con cui marcia un reggimento si potrà indicare, segnando 
i punti corrispondenti a due ore determinate sopra una 
caria d'ordinanza. La velocità, misurata dal rapporto dello 
spazio percorso dal mobile in un tempo qualsivoglia, a 
questo tempo, è quindi una quantità continua, che si può 
rappresentare esattamente, nel modo stesso che le altre 
quantità continue, mentre, per mezzo di numeri, non si 
potrà esprimere che per approssimazione. 

§ 4. Moto vario. 

Ora supponiamo che il moto non sia uniforme, e ve¬ 
diamo che cosa si debba intendere, in questo caso, per 
velocità colla quale un corpo si move. 

Un convoglio, ad esempio, parte da una stazione, e, in 
pochi minuti acquista la velocità di 30 chilometri all ora. 
In principio era fermo: e finisce per avere questa ìog- 
guardevole velocità; per quali condizioni è passato nel 
frattempo? All'ingrosso si capisce che cosa significa che 
ad un certo istante, compreso fra il principio e la fine, 
esso deve aver avuto la velocità di 15 chilometri all'ora, 
o qualche altra velocità intermedia; ma procuriamo di 
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rendere questo concetto alquanto più preciso. Perciò, 
supponiamo che un secondo convoglio, di lunghezza inde¬ 
finita, si mova colla velocità costante di 15 chilometri al- 
1 ora, sopra un pajo di guide parallele a quelle del primo; 
fillora, finché questo convoglio sarù fermo, si vedrà il se¬ 
condo passargli avanti con quella velocità. Quando il 
primo convoglio comincerà a muoversi, parrà, ad un os- 
ser\atore posto in esso, che il secondo si mova alquanto 
più lentamente; sebbene lo vedrà sempre andare avanti. Il 
molo del secondo convoglio parrà rallentarsi sempre più, 
mentre la velocità del primo andrà crescendo: finché 
sembrerà cosi lento che si potrà tener conversazione fra 
un convoglio e P altro. A questo punto, il primo avrà 
prossimamente, ma non esattamente, la velocità di 15 chi¬ 
lometri all'ora, che é la velocità costante colla quale ab- 
bmmo sf^posto che cammini il secondo. Ma, la velocità 
del primo convoglio continuando a crescere, arriverà un 
certo momento nel quale il secondo parrà cessare dal 
guadagnar terreno sul primo, e cominciare a perderne. 

In quell’ istante particolare, esso né guadagnerà né per¬ 
derà, ma avrà la stessa velocità dellallro; e perciò, nel- 
1 istante medesimo, diremo che il primo convoglio pos¬ 
siede la velocità di 15 chilometri allora. Notiamo che ciò 
non 8. verificherà che in queiristante: perché i due con¬ 
vogli non possederanno la stessa velocità, per qualsiasi 
frazione di secondo, per piccola che sia; nelPistante stesso 
che il secondo sembrerà cessare dal guadagnar terreno, 
sembrerà pure che cominci a perderne. Perciò i due con- 
vogl, non andranno esattamente di pari passo per qual¬ 
siasi tratto: nemmeno per la più piccola frazione di mil¬ 
limetro. Ciò non toglie che noi dobbiamo dire che ad un 
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determinato istante il nostro primo convoglio possiede la 
velocità di 15 chilometri all’ora: non facendo ostacolo che 
esso non continui a muoversi colla velocità medesima per 
il più piccolo intervallo di tempo. Questa velocità istan¬ 
tanea non si potrà misurare altrimenti che nel modo ora 
spiegato, consistente nel confrontare il movimento con¬ 
siderato con un moto uniforme, dove la velocità abbia 
quel valore speciale. 

Si ricava da ciò l’osservazione importantissima che la 
velocità colla quale si move un corpo, è una proprietà 
puramente istantanea, come la posizione da esso occupata 
nell'istante medesimo. Cosi, se si lascia cadere a terra 
una pietra, nel momento eh' essa urla contro il suolo, 
avrà una certa velocità perfettamente determinata; ma, 
poiché non la mantiene per la più piccola frazione di se¬ 
condo, colla stessa velocità non si moverà in alcun istante 
precedente. Questo concetto presenta una certa difficoltà 
ad essere perfettamente afferrato: e da ciò molli furono 
tratti a respingere senz'altro l'ipotesi della continuità; 
ma noi ci serviremo con profitto, anche per chiarire que¬ 
sto concetto, dello studio della curva delle posizioni, donde 
abbiamo ricavato che un moto uniforme corrisponde ad 
una linea retta, e che la velocità del moto è subordinata 
alla pendenza della retta stessa. 

Immaginiamo un movimento, nel quale un corpo si 
mova di moto uniforme assai lento, nel primo secondo 
di tempo: sempre uniformemente, ma alquanto più velo¬ 
cemente, nel secondo successivo: più velocemente ancora 
nel terzo, e cosi va dicendo. La curva delle posizioni sarà 
rappresentata, in questo caso, da una serie di rette di 
pendenza sempre crescente, formanti una spezzata. Ve- 






SSd 


IL SENSO COMUNE NELLE SCIENZE ESATTE. 


dula da un punto abbastanza lontano, questa spezzata 
apparirà come una curva; che, se, invece di prendere gli 
intervalli di tempo, durante i quali la velocità del corpo 
si considera come costante, eguali ad un secondo, si 
prenderanno eguali ad un decimo di secondo, la spezzalu 
presenterà l'aspetto di una curva, senza che occorra di 
andare tanto lontano come prima. Difalti, lo spezzala so¬ 
miglierà tanto più ad una curva, quanto più saranno brevi 
i suoi lati; e, se gl'intervalli di tempo in discorso si ri¬ 
durranno ad un decimo, anche i lati si ridurranno nello 
stessa misuro. La velocità colla quale si move il corpo 
considerato, quando occupa una posizione corrispondente 
ad un punto qualsiasi della spezzata, si otterrà, prolun¬ 
gando il lato che passa per quel punto; e dipenderà dal¬ 
la penddUgp della retta cosi descritta: poiché questa retta, 
dove forma il lato della spezzata, rappresenta il molo uni¬ 
formo che il corpo possiede durante l’intervaUo corrispon¬ 
dente. Quando la spezzala apparisce come una curva, i 
lati saranno brevissimi ; ed ognuno di essi, prolungalo in 
entrambi i sensi, si confonderà con una tangente alla curva. 

Ora, quando si considera il caso generale del moto va¬ 
rio, invece dello precedente spezzata, che apparisce come 
una curva, si ha una vera curva, differente da una spez¬ 
zala curviforme perciò, che, osservando questa con un 
microscopio abbastanza potente, si riuscirà sempre a di¬ 
stinguerne gli angoli, mentre la curva, qualunque sia l'in¬ 
grandimento del microscopio, presenterà sempre il mede¬ 
simo aspetto. Ma, nel modo stesso che l’inclinazione del 
lalercolo prolungato indica la velocità del movimento rap¬ 
presentato dalla spezzala, se si descriverà la tangente olla 
curva in un punto qualunque, l'inclinazione di questa retta, 
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siccome sarà perfettamente eguale a quella della curvo, 
in quel punto particolare, indicherà la velocità del movi¬ 
mento rappresentato dalla curva medesima. In altre pa¬ 
role la velocità istantanea, che possiede un corpo, in ogni 
posizione, si potrà ricavare dalla relativa curva delle posi¬ 
zioni, descrivendo la tangente a questa curva, nel punto 
che corrisponde alla posizione considerata. Questa retta 
rappresenterà un moto uniforme, di velocità eguale a 
quella che appartiene al moto vario in discorso, in quel¬ 
l'istante speciale: e perciò la sua pendenza fornirà la ve¬ 
locità richiesta. Questa rappresentazione mette in evidenza 
come un corpo che si move di molo vario, non possederà 
una determinata velocità che per un istante, e non la con¬ 
serverà per un intervallo di tempo qualsiasi, per breve che 
sia; infatti l’inclinazione di una curva cambia continua¬ 
mente da punto a punto: ossia la curva non coincide con 
una retta per alcun tratto, di qualsivoglia piccolezza. 

Cosi, il problema di determinare la velocità istantanea 
in una date, posizione si riduce a quello di descrivere la 
tangente ad una curva. Noi abbiamo dell’uno e dell’altra 
cosa un'idea generale abbastanza chiara; ma quell’iden, 
sufficiente per intenderci alla buona, non è abbastanza 
precisa, per prenderla a base di un ragionamento. Per 
rendere precisa la nostra idea di velocità, noi dobbiamo 
procurare di definirla per mezzo di quantità misurabili, 
di cui si sia ben fissato il senso : nel modo stesso che, 
per rendere preciso il concetto di rapporto di due quan¬ 
tità , abbiamo definito la quarta proporzionale, e ridotto 
il confronto di due rapporti a quello dei rapporti nume¬ 
rici maggiori e minori di essi. 

La velocità istantanea di un mobile non si può diretta- 
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mente misurare. Noi possiamo misurare soltanto uno spa¬ 
zio percorso dal mobile in un intervallo di tempo di certa 
durala. Ora, la conoscenza dello spazio percorso in un 
certo tempo basta per determinare completamente la ve¬ 
locità del mobile, nel caso che il movimento sia uniforme, 
nel quale la velocità in discorso è sempre la stessa ad 
ogni istante; e, come abbiamo precedentemente osservato, 
il risultato ó lo stesso, qualunque sia il tempo conside¬ 
rato: la velocità di quattro chilometri all'ora, é la stessa 
che quella di due chilometri alla mezz'ora, la stessa che 
quella di un chilometro al quarto d'ora. Ma, se il corpo 
si move con velocità che varia continuamente, quando 
conosciamo lo spazio percorso in un certo intervallo di 
tempo, non sappiamo ancora nulla intorno alla velocità 
istantanea, da esso posseduta in ogni posizione, durante 
l'intervallo medesimo. Dicendo, per esempio, che una per¬ 
sona ha percorso in un'ora un tratto di quattro chilometri, 
non si dà alcuna indicazione sulla velocità colla quale 
essa camminava ad ogni istante, durante l'ora : a meno 
che non si sappia che camminava con velocità costante. 
Se non che si suol dire che, in tal caso, la persona avrà 
camminalo, in media, colla velocità di quattro chilometri 
nll'ora; e giova introdurre il concetto generale di « velo¬ 
cità media » colla definizione seguente: 

Quando un corpo percorre, in un certo tempo, un de¬ 
terminalo spazio, la sua r elodia media è quella con cui 
percorrerebbe lo stesso spazio nel medesimo tempo, se 
si movesse di moto uniforme. 

La velocità media cosi definita si rappresenta assai fa¬ 
cilmente, per mezzo della curva delle posizioni. Se a e b 
sono due punti di questa curva, la velocità media corri- 
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ppondenle al trailo compreso fra le posizioni rispettiva¬ 
mente rappresentate da a e da b è indicata dalla pendenza 
della reità ab. Ciò ne mette sulla via per trovare un me¬ 
todo di calcolare la velocità istantanea. Difatti, abbiamo 
dimostralo che, valendosi della rappresentazione grafica 
precedentemente spiegala, la determinazione della velo¬ 
cità istantanea di un corpo si riduce a quella della tan¬ 
gente ad una curva. Ora, la velocita media ó definita per 
mezzo di quantità che noi abbiamo imparato a misurare : 
poiché richiede la misura di un intervallo di tempo, e della 
distanza percorsa dal corpo in quell' intervallo. D’altra 
parte la corda di una curva, cioè la retta che congiungo 
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Fig. 93. 


un punto di essa con un altro, sappiamo tracciarla. E, per 
quanto precede, quando si riesca a trovare il modo di 
passare dalla corda alla tangente, la nostra rappresenta¬ 
zione ci permetterà di passare dalla velocità media alla 
velocità istantanea. 

§ 5. Sulla tangente ad una curva. 

Supponiamo che la corda ab, che congiunge i punti a 
e b della curva considerata, ruoli intorno al punto a, che 
supponiamo rimanga fisso; b scorrerà lungo la curva, 
Clifford. 19 
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verso a; e, supposto che non si fermi, finché non oltre¬ 
passi a, e raggiunga il punto b', posto dall'allra parte di 
a, la corda, girando, finirà per prendere la posizione ab'. 
Dall'annessa figura apparisce chiaramente che la tangente 
alla curva nel punto a cadrà fra ab e aà'; per modo che 



ab, mentre ruota intorno ad a, per ridursi nella posizione 
ab', ad un certo momento, deve prendere la posizione della 
tangente. Dove si troverà, in quel momento, il punto l>? 
Si vede immediatamente eh’esso non potrà trovarsi che 
in a. Ciò malgrado, noi non possiamo annettere alcun 
senso determinato ad una retta definita come congiun- 
genle di due punti, che ne formano uno solo. Se ciò fosse 
possibile, la tangente sarebbe bell’e determinala; perché 
basterebbe dire: Prendasi sulla curva un secondo punto 
b, si congiunga a con b mediante una retta, quindi si 
faccia camminare b lungo la curva verso a ; e la posizione 
della retta ab, quando b abbia raggiunto a, sarà quella 
della tangente in a. Ma qui sorge la difficoltà che abbiamo 
testé indicato; e cioè che noi non possiamo farci alcuna 
precisa idea di una retta, che congiunge due punti coinci¬ 
denti; per fissare una retta, occorrono due punti distinti. 
Tuttavia, quella definizione, per quanto insufficiente, ha 
un lato giusto, e la sua parte d’utilità; poiché é un fatto 
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che, facendo girare la corda dalla posizione ab a quella 
della tangenle in a, il punto b, per effetto di questo movi¬ 
mento, scorrerà lungo la curva, e finirà per cadere in o. 

La difficoltà fu risolta per la prima volta da Newton; 
o la sua risoluzione, fondata sopra considerazioni di puro 
senso comune, è del genere seguente: Supponiamo, per 
maggior semplicità, che la curva considerala sia un cir¬ 
colo. Allora, se s’immagina di prendere una verga o 
di piegarln in modo che diventi parte di un circolo, é 
chiaro che questo circolo sarà più o meno grande, a se¬ 
conda dell’incurvazione della verga. Noi potremo piegarla 
finché i due estremi si tocchino, e in questo caso avremo 
un circolo di piccole dimensioni; e potremo anche incur¬ 
varla appena sensibilmente, e allora rappresenterà parie di 
un circolo grandissimo. Reciprocamente, se s'immagina di 
prendere un piccolo cerchio, e d'ingrandirlo sempre più, 
un tratto della lunghezza della verga diventerà sempre 
meno incurvato; e perciò, se un cerchio cresce indefini¬ 
tamente, ogni piccolo tratto di esso tende sempre più a 
diventare rettilineo. Segue da ciò che il cerchio possiede 
la proprietà di approssimarsi sempre più ad una retta, 
quanto più s'ingrandisce; e la stessa proprietà appartiene 
a tutte le curve, che occorre di considerare. Ciò si esprimo 
dicendo che la curva é rettilinea ne'suoi elementi, o nelle 
sue parti infinitamente piccole; ma, intendasi bene, clic 
questa proposizione significa puramente che un tratto di 
curva, quanto più piccolo si prende, tanto più sembro 
approssimarsi ad una retta, visto con un ingrandimento 
determinato. 

Vediamo quale partito si può trarre da queste conside¬ 
razioni, per determinare la posizione della tangente. Sia 
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al la tangente ad un circolo, che supporremo già descritta, 
c segniamo sopra di essa un tratto at d’opportuna lun¬ 
ghezza; innalziamo da t la perpendicolare, e prolunghia¬ 
mola finché incontra il circolo, in u : e congiungiamo a 



con b, mediante la retta a b. Noi dobbiamo considerare 
il movimento, che compie il punto b, lungo il circolo, 
mentre la corda ab gira intorno ad a, per portarsi nella 
posizione at; e la difficolta è evidentemente questa, che 
una figura, come sarebbe obt, impiccolisce: si riduce, per 
esempio, ad alt: e seguita a diventare sempre più piccola, 
finché per l’estrema piccolezza sfugge ad ogni possibile 
osservazione. Newton supera questo ostacolo, immagi¬ 
nando che la figura sia sempre ingrandita, per modo da 
raggiungere una certa grandezza; e, attenendoci a questo 
principio, invece di considerare la figura più piccola al/l, 
noi l'ingrandiremo, finché al riprenda la lunghezza pri¬ 
mitiva at. Ora, la parte ab di circolo, clic attualmente si 
considera, è più breve della primitiva ab; e, per conse¬ 
guenza, ingrandita in modo da presentare la stessa lun¬ 
ghezza (od una lunghezza prossimamente eguale), devo 
apparire meno incurvata. Quindi, nella nuova figura ab'T, 
che rappresenta abt veduta coll’ingrandimento in discorso, 
b' sarà più vicino a t di quello che fosse b nella figura 
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originaria obt (*); e da ciò si concliiude clic, mentre b si 
avvicina ad a, la corda ab si avvicino alla tangente trr: 
o, ciò che vale lo stesso, l'angolo tab diventa sempre piti 

piccolo. 

Quest'ultimo risultalo parrà abbastanza naturale: poiché, 
come abbiamo precedentemente supposto, la corda ab vn 
ruotando verso la posizione ot. Ma il fatto importante, 
ora acquisito, ò che, prendendo b abbastanza vicino ad a, 
la curva, nella figura ingrandita, si potrà rendere pros¬ 
sima finché si vuole od una retta; ossia che b' si potrà 
ridurre vicino finché si vuole a t. Se s’immagina di de¬ 
scrivere t il perpendicolare ad ar (fig. 96), per quanto 



Fig. oo. 


piccola sia la lunghezza di t d, si potrà sempre descri¬ 
vere un cerchio, il quale abbia per tangente ar, e passi 
fra i due punti <i e t; e descritta la retta ad, formante 
con aT un angolo piccolo ad arbitrio, si potrà sempre 
rfclurre b cosi vicino ad a che, nella figura ingrandita, 
l'angolo b'av risulti più piccolo dell'angolo dav cosi de¬ 
scritto. 

Ora, vediamo qual'è la conclusione, che propriamente- 
si ricava da questo ragionamento, al quale fu dato il nome 
di microscopio di Newton. L'arlifizio consiste in ciò, che, 

C) Questo circostonzo ammessa sì considererà come la proprieló 
die definisce la tangente. 


Nola del Traduttore. 
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mentre la figura, che si tratta di studiare, impiccolisce 
continuamente, finché diventa invisibile, s'immagina che 
essa venga costantemente ingrandita, in modo da conser¬ 
vare un’opportuna grandezza. Ora, un punto scorre lungo 
una curva, verso un altro: e si vuol sapere che cosa suc¬ 
cede della retta, che congiunge i due punti, quando essi 
si avvicinano indefinitamente l’uno all’altro. Il risultato a 
cui arriviamo, valendoci del nostro microscopio, ó questo, 
che, prendendo i due punti abbastanza vicini, la retta in 
discorso si potrà rendere prossima finché si vuole alla tan¬ 
gente alla curva nel punto a. Da ciò si deduce una defi¬ 
nizione della tangente ad una curva, la quale non involge 
che quantità misurabili: So ad un certo punto a di una 
curva vi ó una retta at, la quale possiede la proprietà, 
che, prendendo b, sulla curva, abbastanza vicino ad a, la 
retta ab si può rendere prossima finché si vuole od al 
(vale a dire, l’angolo bai si può rendere (*) minore di 
qualsivoglia angolo assegnabile, piccolo finché si vuole), 
la retta at sarà la tangente alla curva nel punto a. No¬ 
tiamo che tutto ciò che in questa definizione si suppone 
di fare, noi sappiamo che si può faro realmente. Si potrà 
infatti fissare un angolo di qualunque piccolezza: e, fis¬ 
sato che sia, sappiamo come si troverà una posizione del 
punto b, tale che ab faccia con al un angolo minore di 
esso. Quindi, per determinare la tangente, secondo la pre¬ 
cedente definizione, si tratta di eseguire operazioni che 
sappiamo eseguire, sopra quantità di cui abbiamo stabi¬ 
lito il significato. Noi facciamo poi la supposizione che la 

C) Intontitisi rendere, e mantenere per ogni altra posizione di b 
pili vicino nd a. 


Nota del 'Traduttore. 
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posizione indicata del punto b si possa sempre trovare, 
per quanto piccolo si concepisca l'angolo fissato; che, se 
ciò ò possibile, nel caso che l'angolo in discorso sia estre¬ 
mamente piccolo, la retta ab, o al (perchè allora le due 
rette coincideranno), sarà la tangente. 

Val la pena di notare l'analogia, che presentano questa 
definizione e quella della quarta proporzionale, o dell' c- 
guaglianza di due rapporti, di cui ci siamo occupati a suo 
luogo. Noi abbiamo supposto che, fissata una certa frazione, 
quando un rapporto fosso maggiore, o minore, di essa, lo 
fosse egualmente l’altro; e per decidere, se un rapporto 
ó maggiore o minore di una frazione, non occorre che di 
prendere il rapporto medesimo, e fare il confronto. Ab¬ 
biamo poi fatto la supposizione ulteriore che, qualunque 
frazione si fissasse, si verificherebbe quel risultato; e, in 
lai caso, abbiamo detto che i due rapporti sarebbero, per 
definizione, eguali. Orbene, ad entrambe queste definizioni, 
quella della tangente e quella dell' eguaglianza di due 
rapporti, si può muovere l’objezione che si applica a tutti 
i casi possibili un’ipotesi relativa a tanti casi particolari: 
ossia che un fatto, che facilmente si potrà constatare in 
ogni caso speciale, si ammette che si verifichi in infiniti 
casi, nei quali non si fa questa constatazione. Ma, se si 
verifica in ogni caso speciale, quantunque non si possa 
effettivamente constatarlo in tutti i casi possibili, sarà 
logico ammettere che si verifica in generale : e, giustificati 
da questa considerazione, ci sarà lecito di ragionare in 
generale sull’eguaglianza dei rapporti e sulle tangenti alle 
curve. 

Ora traduciamo la definizione a cui siamo cosi perve¬ 
nuti, dal linguaggio della geomelrin, in quello della dina- 
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mica. L'inclinazione di una corda della curva delle posi¬ 
zioni indica la velocità media, e quella della tangente allo 
curva stessa in un punto qualsiasi, la velocità islanlanea 
corrispondente a quel punto. D'altra parte, ridurre il punto 
i sempre più vicino al punto a significa considerare un 
intervallo di tempo sempre più piccolo, partendo dall'i¬ 
stante, nel quale si tratta di determinare la velocità istan¬ 
tanea. Segue da ciò che, se un mobile, poniamo un con¬ 
voglio ferroviario, si muove di moto vario, la velocità 
media relativa ad un'ora susseguente ad un determinato 
istante fornirà un valore appena approssimalo, e talvolta 
assai lontano dal vero, della velocità istantanea del mo¬ 
bile in quell'istante. Ma un valore più approssimato sarà 
la velocità media relativa ad un minuto, susseguente nl- 
l'istanlo medesimo. Un valore più approssimato ancora, 
la velocità media relativa al susseguente secondo. E, qua¬ 
lunque sia il movimento consideralo, prendendo un inter¬ 
vallo di tempo abbastanza piccolo, si potrà raggiungere 
quell’approssimazione che si vuole: per esempio, rendere, 
la differenza fra la velocità media relativo a quell' inter¬ 
vallo, c la velocità istantanea richiesta, minore della ve¬ 
locità collo quale il mobile, di molo uniforme, percorre¬ 
rebbe un centimetro in un secolo. Ciò posto, possiamo 
dare oramai della velocità istantaneo la definizione se¬ 
guente: So vi ò una certa velocità, alla quale la velocità 
media durante un intervallo di tempo susseguente ad un 
• lato istante si può rendere prossimo finché si vuole, pren¬ 
dendo l'intervallo abbastanza piccolo, essa sarà la velocità 
istantanea del mobile nell'istante medesimo. 

Cosi, la determinazione della velocità di un mobile in 
un istante qualsiasi è stata ridotta olla descrizione della 
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tnngente alla curva delle posizioni relativa a quel molo, 
nel punto corrispondente; e si conclude che, se la posi¬ 
zione del mobile è dota in termini del tempo per mezzo 
della curva dello posizioni, la velocità sarà data, egual¬ 
mente in termini del tempo, per mezzo della tangente alla 
curva medesima. 

Ora, vi sono parecchio linee, come, per esempio, l'el¬ 
lisse e la parabola, alle quali si può descrivere la tangente 
con melodi puramente geometrici; e perciò, se la curva 
«Ielle posizioni sarà per avventura una di esse, si potrà 
trovare la velocità del mobile ad ogni istante, per mezzo 
di una costruzione geometrica. Cosi, nel coso della caduta 
di un grave, la curva delle posizioni è una parabola : 
e dallo noto proprietà della tangente a questa lineo, si 
deduce che, in questo caso, la velocità ó proporzionalo 
al tempo. Ma, nella gronde maggioranza dei casi, il pro¬ 
blema della descrizione della tangente alla curva dello 
posizioni non sarà meno difficile del pcpblema originario 
della determinazione dello velocità di un mobile; e diratti, 
in molli casi, giova risolvere quel problema per mezzo di 
questo (*). 

§ c. Sulla determi nasione della celocità variabile. 

In qual modo il nostro problema si potrà risolvere in 
generale, apparirà da qualche riflessione sul caso, ora 
ricordalo,della caduta libera dei gravi. Pel nolo esperimento 
di Galileo, lo spazio descritto da un grave, che code libe¬ 
ramente, dal principio del movimento, fino ad un istante 

(*) Questo metodo si dove n lìobcrral (1CD2-10<5) Iv P. 
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qualunque, ó proporzionale al quadralo del tempo impie¬ 
galo a descriverlo. Cosi, per ottenere questo spazio espresso 
in metri, bisogna moltiplicare il numero di secondi, che 
misura il tempo corrispondente, per sè stesso, ed appli¬ 
care al risultato il coefficiente 4,9; donde segue che, per 
esempio, in quattro secondi, il grave cadrà per sedici 
volle 4,9 metri, ossia per circa ottanta metri. La velocità 
del grave é proporzionale al tempo impiegato ad acqui¬ 
starla; cosi, la velocità posseduta dal grave alla fine di 
un dato numero di secondi, si ottiene moltiplicando questo 
numero per 9,8 metri: per modo che alla fine di quattro 
socondi raggiungerà il valore di circa quaranta metri al 
secondo. Questo risultalo si deduce, come abbiarn detto, 
dalla curva delle posizioni; occorrerebbe di trovare un 
processo di calcolo, che ci permettesse di dedurlo diretta¬ 
mente dalla legge sullo spazio (*). Un processo (di cui pre- 

O Questa deduzione si potrà fare nel seguente modo. Siano a e b 
le distanze dal punto di partenza raggiunte dal mobile rispettiva¬ 
mente in te t + C secondi: e troviamo la velocità medio corrispon¬ 
dente oli’ intervallo di V secondi compreso fra questi due tempi. 
Per lo legge precedentemente citato, poiché lo spazio a è percorso 
in t secondi, sarà 

a = 4,0 t*. 

o per lo stesso ragione 

b = 4,0 (t + t'i * = 4,0 (t* + 2 te + e*). 

Di qui si ricava 

b — a = 4,0 (t* + 2 tl' + t'*) — 4,0 t* 

= 4,0 (2 te + e 1 ) 

= 4,0 f (2 t + O, 

espressione dello spazio percorso nell'intervallo di tempo V. 

Lo velocità media corrispondente a questo intervallo si otterrà 
■li' idendo questo spazio pel tempo t'impiegato a percorrerlo. Quindi 
la vjlrc tà media del nostro mobile nell'intervallo di V secondi, sus- 
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senta un semplice esempio la nota a piedi di pagina), per 
mezzo del quale, da una relazione algebrica qualsiasi, che 
fornisce lo spazio percorso da un mobile in termini del 
tempo impiegalo a percorrerlo, se ne deriva un’altra, la 
quale fornisce, in termini del tempo, la corrispondente 
velocità, è realmente in possesso dei matematici. Eccone 
un risultato: Se lo spazio percorso dal mobile ó ad ogni 
istante a volte la n mi potenza del tempo, la velocità sarà, 
ad ogni istante, na volte la (n — l) m * potenza del tempo. 
É per mezzo di questo processo, mediante il quale in ter¬ 
mini più generali, una nuova relazione algebrica si deriva 
da una relazione data, che si risolvono praticamente i due 
problemi, che abbiamo dimostrato equivalenti. 

Da questi due problemi, si può farne dipendere un 


seguente all'istante che corrisponde alla fine del primi t secondi, 
sarà 

b — a 

_ 4,0 t (2 t + f) 
f 

= 4,9 (2 t + f) 

= 0,8 t + 4,9 V. 

Questa espressione si compone di due termini. Il primo, cioè 9,8 t. 
e allatto indipendente dall'Intervallo considerato f; invece il se¬ 
condo, 4,9 V, dipende da esso; c per conseguenza, cambiando l'In¬ 
tervallo, cambierà di valore. Ora lo spazio di 4,9 l' metri per se¬ 
condo, prendendo V abbastanza piccolo, si potrà rendere piccolo 
finche si vuole: per modo che la velocità media nell’intervallo di r 
secondi, susseguente all'istante che corrisponde alla fine di t secondi, 
si potrà rendere, prendendo f abbastanza piccolo, prossima finche 
si vuole a 9,$ t metri per secondo. Allora, richiamando la nostra 
definizione di velocità istantanea, si vedrà che la velocità del grave 
considerato, alla fine di t secondi, sarà di 9,8 t metri por secondo. 
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terzo, egualmente di grande importanza nello studio dei 
fenomeni naturali. La distanza di un mobile che percorro 
una retta, da un punto fìsso di essa, è una quantità 
variabile, e la velocità del mobile rappresenterà ad ogni 
istante la velocità con cui essa varia. Ora, qualunque 
quantità variabile col tempo si consideri, vi sarà luogo n 
considerare la velocità con cui varia, ossia la sua varia¬ 
zione riferita all'unità di tempo, e questa non si potrà 
debitamente rappresentare altrimenti che colla velocità 
di un punto. 

Cosi, per esempio, l'altezza della marea, in un porlo, 
varia, durante il giorno, da tempo a tempo, e potrà es¬ 
sere indicata da un indice, che sale e scende lungo 
una scala. Orbene, è chiaro che la velocità con cui essa 
varia non sarà altro che la velocità, colla quale l’indice 
si sposta. Analogamente, la pressione atmosferica si suol 
indicare coll'altezza di un barometro a mercurio; e la ve¬ 
locità con cui cssu varia è evidentemente la stessa cosa 
che la velocità con cui s'innalza e s’abbassa la super¬ 
ficie del mercurio. In generale, ogniqualvolta occorre 
rappresentare le variazioni presentale da una quantità, in 
termini del tempo corrispondente, si potrà volersi di una ta¬ 
vola; ma questo metodo, che permette solo di ottenere una 
grossolana approssimazione, sarà anche il più laborioso: 
mentre il più opportuno consisterà sempre nel descrivere 
una curva dove l'ascissa, o distanza orizzontale, dei singoli 
punti rappresenti il tempo, e l'altezza corrispondente della 
curva il valore della quantità al tempo medesimo (pag. 280). 
Rammentiamo che il giusto modo di rappresentare una 
quantità consiste nel segnare, sopra una retta, una lun¬ 
ghezza proporzionale. Se la quantità varia, il termine di 







movimento. 


201 


.juesla lunghezza si sposterà, e la variazione della quan¬ 
tità sarà rappresentala dal molo di questo punto lungo 
la retta. La velocità con cui esso si move, ad ogni istante, 
sarà la variazione della quantità riferita all unità di tempo, 
o velocità della sua variazione. E quando il valore, che 
riceve la quantità alla fine d'ogni tempo, sia rappresen¬ 
tala dalla perpendicolare abbassala da una curva sulla 
retta che rappresenta il tempo, questa sarà la curva de'le 
posizioni di quel movimento, e la variazione relativa in 
discorso sarà determinala dalla tangente alla curva me¬ 
desima. 


§ 7. Sul metodo delle Jlussioni. 

Per quanto precede, la ricerca della velocità di un mo¬ 
bile, data la posiziono da esso occupata ad ogni istante, 
la descrizione della tangente ad una curva data, in un 
punto qualsiasi, o la determinazione della variazione re¬ 
lativa di una quantità, data la sua grandezza od ogni 
istante, formano praticamente uno stesso problema ; e la 
risoluzione di questo triplice problema é campito del cal¬ 
colo a cui abbiamo testé accennalo, per mezzo del quale, 
dalla legge algebrica, che fornisce una quantità, in ter¬ 
mini del tempo, se ne deriva un’ altro ; che definisce, 
parimente in termini del tempo, la sua variazione riferita 
all'unilà di tempo. 

Le basi di questo efficacissimo calcolo furono poste d i 
Newton. Egli considerava una quantità variabile come 
fluente, e chiamava flussione della quantità la velocità 
della sua variazione, ad ogni istante ; donde il nome di 
melo lo delle flussioni, dato al complesso dei metodi, che 
si fondano su quella derivazione di una legge dall'al Ira. 
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In generale la variazione relativa di una quantità va¬ 
rierà alla sua volta, col decorrere del tempo; ma, ove si 
consideri un intervallo di tempo, la cui durata sia brevis¬ 
sima in confronto di quella che occorre perchè la varia¬ 
zione corrispondente sia sensibile, potremo legittimamente 
supporre che, durante queU’inlervallo, non si alteri elio 
di poco. Ciò torna a supporre che, durante l'intervallo 
medesimo, la quantità varii in modo sensibilmente uni¬ 
forme, e che la sua variazione relativa ad ogni istante 
non differisca notevolmente dal suo valor medio. Ora, il 
valor medio della variazione relativa di una quantità, du¬ 
rante un intervallo di tempo, è la differenza fra i valori 
presi dalla quantità al principio e al termine dell’inter¬ 
vallo considerato, divisa per la durala deH'inlervallo stesso: 
per modo che, se una quantità qualsiasi, in un secondo di 
tempo, cresce di un centimetro, la velocità relativa media 
della sua variazione, durante quel secondo, sarà di un cen¬ 
timetro per secondo, non facendo ostacolo che la quantità 
considerato, nel decorso di quel secondo, non varii in modo 
uniforme, ed anche non varii del tutto. Quando la velocità 
della variazione non cambii che lentamente, si potrà farsi 
lecito di supporre, in via d'approssimazione, che non cambii 
affatto, e perciò si mantenga costantemente eguale al suo 
valor medio; noi sappiamo che, quanto più breve sarà 
l'intervallo di tempo consideralo, tanto più piccolo sarà 
l'errore prodotto da tale supposizione. Questo è, in so¬ 
stanza, il principio sul quale è fondato il calcolo, che 
insegna a derivare la legge, che fornisce la velocità di 
un mobile, da quella che ne fornisce la posizione. Si di¬ 
vide la differenza che passa fra le distanze che presenta 
il mobile, da un punto fisso della sua trajeltoria, a due tempi 





MOVIMENTO. 


303 


determinati, per l'intervallo che intercede Ira quei due 
tempi, e si ottiene cosi la variazione relativa media, du¬ 
rante quell'intervallo di tempo. So, rendendo l’intervallo 
medesimo sempre piu piccolo, la variazione relativa medio 
corrispondente si approssima sempre più ad un certo va¬ 
lore quel valore si considera come la vera variazione 
relativa, o, come vogliamo chiamarlo, la variazione re¬ 
lativa istantanea, quando l’intervallo consideralo s'imma¬ 
gina ridotto ad un puro istante. 

Siccome, per formulare il principio su cui si fonda H 
derivazione della legge delle velocità da quella delle po¬ 
sizioni si adoperano due differenze, il processo che hi 
per oggetto questa derivazione ha ricevuto, prima al¬ 
trove, e poi anche in Inghilterra, il nome di Calcolo 
D'D'erensiale; nome abbastanza infelice, perché il concetto 
di differenza non presenta con esso altro legame all’in¬ 
fuori di quello, o non ha nulla a che vedere colla velocità 
della variazione d'una quantità. Comunque sia, ogget'o 
del calcolo differenziale, o del metodo delle flussioni, ó di 
trovare una legge che fornisca la variazione relatiia di 
una quantità, data che sia una legge, la quale permetto 
di calcolare la quantità stessa. Per quanto si ó prece¬ 
dentemente veduto, quando ciò si sappia fare, il problema 
di descrivere la tangente ad una curva, e quello di tro¬ 
vare la velocità di un mobile, saranno in pari tempo 
risolti. 

§ 8. Sulla dipendenza delle quantità, e sulle funzioni. 

Ma non occorre soltanto di considerare delle leggi che 
permettono di determinare il valore di una quantità all i 
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fine di un tempo qualsiasi. Altri problemi, in cui più non 
entra il tempo, conducono a stabilire delle leggi, che for¬ 
niscono una quantità in termini di un'altra, che potrà 
essere di qualunque specie. Alla prima specie apparterrà 
una legge che permetta di calcolare l'altezza della marea 
od ogni ora del giorno; e, come si è veduto, noi potremo 
egualmente dedurla da una forinola, come tracciare una 
curva, elio rappresenti l'altezza in questione nel decorso 
del giorno. Invece, un esempio istruttivo di leggi della 
seconda specie ci ó fornito dalla legge di Boyle, che dà 
la pressione di una quantità determinata di gas, in termini 
del suo volume, supposta costante la temperatura. L’e¬ 
spressione algebrica della relazione, elio passa fra le due 
quantità, è che variano in ragione inverso l'una dell'altra: 
ossia che il loro prodotto è costante; per modo che, se 
una massa d’aria si comprime finché il suo volume si 
riduce ad una metà, ad un terzo, o ad un quarto, la pres¬ 
sione diventa doppio, tripla, o quadruplo, o, come si suol 
dire, di « due, Ire, o quattro atmosfere. » 

Volendo invece ricorrere al metodo grafico, si descriverà 
una curvn, rappresentando coll'ascissa, o distanza oriz¬ 
zontale dall'origine, il volume, o con una retta verticale 
descritta pel termine dell'ascissa, la pressione corrispon¬ 
dente. Per ogni temperatura speciale, la curva disegnala 
dal termine della retto, che rappresenta la pressione, sarà 
un'iperbola avente un asintoto verticale e l'altro orizzon¬ 
tale; e alle diverse temperature corrisponderanno altret¬ 
tante iperbole, aventi i medesimi asintoti. Cosi, ogni punto 
del piano rappresenterà uno stalo particolare del corpo; 
poiché, si potrà descrivere per esso un'iperbola determi¬ 
nato; ed allora la distanza orizzontale del punto dall'ori- 
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pine rappresenterà il volume e la sua distanza verticale, 
la pressione: mentre 1*iperbole speciale sulla quale esso 
verrà a trovarsi indicherà la temperatura. Da ciò appa¬ 
rirà l'importanza che presentano nella fisica le famiglie 
di curve : concetto al quale abbiamo accennato nel pre¬ 
cedente capitolo (peg. 192). 

Quando la relazione, che passa fra due quantità, si deve 
dedurre dall'esperienza, gioverà rappresentare le singole 
osservazioni per mezzo di altrettanti punti (come nel §11, 
Cap. IV). Cosi, nel caso in discorso, si osserverà la pres¬ 
sione esercitata da una massa d'aria sotto diversi volumi, 
e, per ogni coppia di valori corrispondenti del volume e 
della pressione, si segnerà un punto nel piano. Segnato 
un numero sufficiente di punti, apparirà chiaro all'occhio 
che questi punti giacciono sopra una curva iperbolica ; 
sebbene ciò non si verificherà che approssimativamente: 
poiché le osservazioni non saranno mai abbastanza pre¬ 
cise, perché non occorra di tracciare la curva in modo 
che passi liberamente frammezzo ai diversi punti. 

La legge che la pressione varia in ragione inversa del 
volume si dedurrà dalla curva, appena si riconosca che ha 
la forma di un'iperbola : e perciò, da questa curva, si 
potrà considerare rappresentata la relaziono che collega 
la pressione e il volume. Ora, quando due quantità sono 
collegato l'una coll'altra in modo che, data una di esse, 
l’altra riesce in qualsiasi modo determinata, ciascuna si 
dice funzione dell'altra. Noi vediamo che una funzione si 
potrà concepire come definita da una relazione algebrica, 
ed anche da una curva. Cosi, la pressione corrispondente ad 
un dato volume, si potrà calcolare, dividendo un certo nu¬ 
mero per quello che rappresenta il volume: nel qual caso 
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riuscirà espressa in unità di pressione dal quoziente cosi 
ottenuto; come pure si potrà determinare, innalzando da 
un dato punto della retta orizzontale, che rappresenta il 
volume, la perpendicolare, e prolungandola finché in¬ 
contra la curva : nel qual caso essa sarà rappresentata 
dall'ordinala cosi descritta (ossia dalla parto di quosta 
perpendicolare compresa fra la retta orizzontale e la curva). 
Quando ci atteniamo a questo secondo modo, la mutua 
dipendenza di due quantità, il volume e la pressione, si 
esprime per mezzo di una certa curva; e cosi si stabilisco 
un vincolo fra la scienza dello spazio e quella della 
quantità. 

Due scienze, da un vincolo comune, traggono sempre, 
l'ima e l'altra, un sussidio. Cosi, una volta stabilita quella 
relazione, noi potremo adoperare i noti teoremi sulle quan¬ 
tità, allo scopo d’indagare la natura delle curve (e in ciò 
consisto in sostanza il metodo delle coordinate immaginato 
da Cartesio); mentre, delle nolo proprietà delle curve, ci 
potremo valere, per scoprire nuovi teoremi sulla mutua 
dipendenza delle quantità. Al primo scopo, la relazione, 
che collega le due quantità considerale, si traduce in 
un'equazione, donde ciascuna di esse si può ricavare in 
termini dell'altra. In tal caso, invece di dire che la pres¬ 
sione varia in ragione inversa del volume, gioverà dire 
elio il prodotto della pressione e del volume, supposta la 
temperatura invariabile, è eguale ad una certa costante , 
e, riferendoci alla rappresentazione geometrica di questa 
legge, ne concludiamo che il prodotto dell’ascissa e del¬ 
l'ordinata dei singoli punti della curva, che la rappresenta, 
ò eguale ad una quantità fissa. Ciò si esprime abbrevia¬ 
tamente, scrivendo 

xj = c*; 
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e da questa equazione si potranno dedurre tutte le pro¬ 
prietà dell’iperbola. 

Reciprocamente, si potrà valersi delle proprietà di curve 
note, per studiare la dipendenza di due quantità. Cosi, la 
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perpendicolare pm, calata dal punto p di un circolo sul 
diametro fisso xoa, è una quantità il cui rapporto al rag¬ 
gio op del circolo dipende dalla grandezza dell'angolo poa, 
o, ciò che fa lo stesso (pag. 168), dalla lunghezza del¬ 
l'arco ap, in modo ben noto; perchè è ciò che abbiamo 
chiamalo il seno di quell’angolo, e che si chiama ancho 
il seno dell'arco corrispondente. Supponiamo che l’arco ap 
cresca proporzionalmente al tempo, o, in altre parole, im¬ 
maginiamo che il punto p percorra la circonferenza di moto 
uniforme; la retta pm rappresenterà la distanza dal centro o 
di un punto q, elio oscilla in un modo speciale, come vuole 
quella costruzione. Ora, questa specie particolare di moto 
oscillatorio, che si chiama un moto armonico semplice, 
si produce nell'aria, quando è agitata dal suono, nell’e¬ 
tere, quando lo è dalla luce, e, in generale, nei corpi 
elastici posti in vibrazione. 








3CS 


IL SESSO COMUNE NELLE SCIENZE ESATTE 


Una serie di relazioni, analoghe a quella che abbiamo 
ora ricordato, fra gli archi di un circolo, e certe rette, 
che si possono descrivere nel circolo, mediante semplici 
costruzioni, dà luogo alle cosi delle funzioni circolari, 
alle quali appartengono i rapporti trigonometrici consi¬ 
derati nel § 7 del Capitolo IV. Vi sono anche funzioni 
iperboliche, che dipendono dall'iperbole, pressoché nello 
stesso modo in cui le funzioni circolari dipendono dal cir¬ 
colo: e funzioni ellilliche, cosi chiamate, perchè per mezzo 
di esse si può calcolare l'arco dell'ellisse. 

Ma il metodo più efficace d'indagare le proprietà delle 
funzioni si fonda sui principii, su cui ci siamo preco- 
dentemente trattenuti, discorrendo del moto; e cioè sullo 
studio delle velocità di variazione delle quantità considerale. 
Esse riescono egualmente collegale l'una coll'altra da una 
certa relazione, che il calcolo differenziale insegna a 
dedurre da quella che stabilisce la mutua dipendenza 
delle due quantità; e, per quanto abbiamo dimostrato, 
questa ricerca si riduce, in ultima analisi, al problema di 
descrivere la tangente alla curva, che rappresenta la re¬ 
lazione esistente fra le due primitive quantità. Cosi, nel 
caso precedentemente considerato di due quantità il cui 
prodotto è costante, ossia che variano in ragione inversa 
l una dell’alIra, si trova che il rapporto delle rispettive 
variazioni relative è eguale a quello delle quantità mede¬ 
sime: preso però con segno opposto, perché ò chiaro che, 
ad un aumento d’una delle due quantità, corrisponderà 
una diminuzione dell' altra. Quindi, supposta costante la 
temperatura, la variazione relativa del volume di un gas 
starà a quella della pressione, come il volume sta alla 
pressione: e per applicare giustamente il segno, si dovrà 
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tener calcolo della circostanza che un aumento della prima 
quantità implica una diminuzione della seconda, e vice¬ 
versa. 

La considerazione di questo rapporto serve a determi¬ 
nare una delle più importanti proprietà attinenti alla va¬ 
riabilità dei corpi, e cioè Yelasticilà. L'elasticità di un gas 
si misura coll'aumento di pressione, capace di produrre 
una determinata contrazione ; intendendo per contrazione 
la diminuzione di volume, divisa pel volume primitivo. 
Cosi, se il volume di un gas si riduce dell’uno percento, 
la contrazione sarà di ^ ; e, conformemente alla de¬ 
finizione , si otterrà ciò che abbiamo chiamato la misura 
dell' elasticità del gas, dividendo l'aumento di pressione 
necessario per produrre la contrazione medesima per 
ciò che torna a moltiplicarlo per 100. 

Ora, per la legge di Boyle, l'aumento di pressione diviso 
per lo pressione originaria sarà eguale alla contrazione, 
cioè ad •jjjj-; per modo che l’aumento di pressione sarà-^, 
della pressione originaria. Ma abbiamo ora veduto che 
l'elasticità sarà misurata da 100 volte l'aumento di pres¬ 
sione necessario per produrre la contrazione considerata' 
quindi sarà eguale alla pressione originaria ; e da ciò 
concludiamo che l'elasticità di un gas è costantemente 
misurata dalla sua pressione. 

§ 9. Sull'accelerazione e l'odografo. 

La velocità della variazione di una quantità misurabile 
qualunque, per quanto precede, deve essere considerala 
come un'altra quantità, che si può egualmente determi- 
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nare. Noi abbiamo dedotto questo concetto da quello di 
velocità di un punto mobile. Ora, nel caso più semplice 
che il punto descrivo una retto, la sua velocità ò quella 
con cui varia la sua distanza da un punto fisso della retta 
medesima : e, noto questa quantità, il movimento sarà 
perfettamente determinato. Invece, nel caso più generale, 
in cui il punto non si move in linea retta, ma percorre 
una curva qualunque, indicando solo con qual velocità 
cammina ad ogni istante, il moto non riuscirà completa¬ 
mente definito; a tal fine, bisognerà indicare anche in 
qual direziono si movo. Perciò, in questo caso, oltre la 
grandezza della velocità, si deve misurare un'altra qualità 
di essa, e cioè la direzione. Noi procureremo di studiare 

10 due cose ad un tempo. Il metodo, che permette di rag¬ 
giungere questo scopo, è forse uno degli strumenti più effi¬ 
caci, che abbiano valso ad estendere, in questi ultimi tempi, 

11 campo delle scienze esatte. Perciò, definiremo la velo¬ 
cità di un punto mobile come la variazione riferita all'unità 
di tempo, o velocità della variazione, della sua posizione; o 
ci troviamo ricondotti al quesito, che cos'ó la posiziono? 

A questo quesito fu risposto nel precedente capitolo. La 
posizione di un punto mobile è determinata dal posso di¬ 
retto, o vettore, che conduce da un punto fisso al punto 
medesimo. Quindi, per ben capire la precedente definizione 

A P P' * 

Flg. 93. 

della velocità di un punto mobile, dobbiamo farci, in primo 
luogo, un concetto preciso di ciò che si deve intendere 
per velocità con cui varia un vettore. 
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Riprendiamo, per un momento, il caso più semplice di 
un punto che si move in linea retta. In questo caso, la 
posizione del punto è determinata dal passo ap, che con¬ 
duce dal punto fìsso a della retta al punto mobile p. Il 
passo cosi definito, mentre il punto considerato si move, 
va continuamente cambiando; cosi, quando il punto arriva 
in p', da ap, diventa ap'. Come avviene questo cambia¬ 
mento? Evidentemente, per raggiunta del passo pp' al 
passo primitivo ap; e la velocità di p e determinata dalla 
velocità colla quale il nuovo passo si aggiunge. 

Ciò premesso, ritorniamo al caso generalo, a è un doto 
punto fisso; e la posizione del punto mobile p è determinata 
dal passo ap. Mentre r si move, questo passo cambio, 
per modo che, quando p arriva in p', da ap, diventa ap'; 
ed ó chiaro che, in tal modo, cambia non solo la grandezza, 
ma anche la direzione. Ora, questo cambiamento é prodotto 
dall'oggiunla del nuovo passo pp' al passo originario ap; 
infatti, andando da a in p, e poi p in p', si ottiene lo stesso 
risultato come passando direttamente da a in p’. Perciò 
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il nostro quesito ó ormai ridotto a questi termini: con quale 
velocità il nuovo passo si aggiunge ? o, ciò che torna lo 
stesso, qual passo si aggiunge per secondo, alla posizione 
primitiva? La soluzione sarà rappresentata, come prece¬ 
dentemente, da un certo passo, o vettore— vale a dire, la 
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velocità con cui varia la posizione di un mobile ha gran¬ 
dezza e direzione : e, in generale, la velocità della varia¬ 
zione, o variazione riferita all'unità di tempo, di un passo, 
o, di un vettore, sarà espressa da tante unità lineari per 
unità di tempo, in una certa direzione. 

Riassumendo le ultime cose vedute, abbiamo definito la 
velocità di un punto mobile come la velocità con cui varia 
il passo, che indica ad ogni istante, la posizione del punto. 
Attenendoci a questa definizione, abbiamo trovato che, per 
rappresentare rigorosamente la velocità, si deve condurre 
una retta di determinata lunghezza, in una certa direzione j 
e ciò ne ha data occasione di osservare che, in generale, 
la variazione relativa di una quantità diretta è una quantilà 
della stessa natura. Quest'altana osservazione è della mag¬ 
gioro importanza, e no faremo subito un'applicazione ul 
caso stesso della velocità. 

Se un punto si move di moto uniformo, e descrive una 
retta, la sua velocità mantiene sempre la stessa grandezza, 
e la stessa direzione; e perciò, se s’immagina descritta 
la retta che la rappresenta ad ogni istante, questa retta 
si manterrà inalterata, per lutto il movimento. Ma, se il 
punto considerato descrive di molo uniforme un circolo, 
la sua velocità, sebbene conservi sempre la stessa gran¬ 
dezza, cambierà continuamente di direzione; e, per conse¬ 
guenza, la reità, che la rappresenta, conserverà sempre 
la stessa lunghezza : ma, per mantenersi coslantemento 
parallela alla direzione del movimento del punto, dovrà 
continuamente girare. In generale, supposto che un mo¬ 
bile descriva una curva qualsiasi, immaginiamo di fissare 
un punto, e di condurre per esso, ad ogni istante, una 
retta, la quale rappresenti la velocità del mobile,, nell'i- 
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stante medesimo. Questa velocità, in generale, andrà con¬ 
tinuamente cambiando; e, per conseguenza, cambieranno 
del pari la grandezza e la direzione della retta cosi de¬ 
scritta, e il suo termine traccierà una linea determinata. 
Cosi, nel caso del moto circolare uniforme, poiché la gran¬ 
dezza della retta si mantiene costante, è chiaro che il suo 
termine descriverà un circolo; invece, nel caso di un 
corpo scagliato verticalmente in alto, si vedrà che l’e¬ 
stremo della retta, che ne rappresenta ad ogni istante la 
velocità, descriverà una retta verticale. La curva dise¬ 
gnata in tal modo dal termine della retta, che rappresenta, 
ad ogni istante, la velocità del mobile, si può considerare 
come una traccia del movimento consideralo: e, per questo 
motivo, Hamilton le diede il nome di orlogra/o. Data la 
traiettoria di un mobile, e l'odografo del movimento, si 
potrà determinare la velocità posseduta dal mobile, a 
qualunque punto della traiettoria. A tal fine, basterà con¬ 
durre pel centro di riferimento delFodografo una retta 
parallela alla tangente alla traiettoria, nel punto consi¬ 
derato; la lunghezza di questa retta rappresenterà la 
velocità richiesta. Hamilton dimostrò che, nel caso del 
molo di rivoluzione dei pianeti intorno al sole, l'odografo 
è sempre un circolo. Nel caso stesso, questa linea pre¬ 
senta altro importanti proprietà; come, per esempio, quella 
che la quantità di luce e di calore ricevuta dal pianeta, 
durante un intervallo di tempo qualsiasi, è proporzionale 
alla lunghezza dell’arco compreso fra i punti, che corri¬ 
spondono al principio e alla fine dell’intervallo medesimo 
Ma l'applicazione principale dell’odografo consiste nel 
fornire la più chiara idea della velocità con cui varia la 
velocità del mobile. Questa nuova quantità si chiama 
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l 'accelerazione; e giova notare che per accelerazione 
non s'intende necessariamente un aumento di velocità; 
poiché, in questo caso, come in molli altri, i matematici 
si valgono di un solo termine, per nominare un cambia¬ 
mento, che può avere varie direzioni; tal che, per esempio, 
una diminuzione di velocità si chiama un’accelerazione 
negativa. Questo modo d'esprimersi, sebbene a tutta prima, 
possa cagionare un certo imbarazzo, giova, anzi che 
confondere, una volta che ci si abbia fatto l'abitudine. 
Ora, una velocità può cambiare di grandezza, senza che 
ne varii la direzione: cioè può cambiare per raggiunta 
di una velocità parallela ; e, in questo caso, si dice che 
l'accelerazione è nella direzione del movimento. Viceversa, 
può cambiare di direzione, senza che ne varii la gran¬ 
dezza ; nel qual caso, come abbiamo veduto, l’odografo é 
un circolo. Allora, lo velocità cambia per l'aggiunta di una 
nuova velocità in direzione perpendicolare, poiché la tan¬ 
gente al circolo in un punto qualunque è perpendicolare 
al raggio, che termina nel punto di contatto; e perciò, 
in questo caso, si dirà che l’accelerazione è perpendico¬ 
lare alla direziono del moto. In generale, la velocità cam¬ 
bierà ad un tempo di grandezza e di direzione; e si vedrà 
facilmente che, in tal caso, l'accelerazione non potrà es¬ 
sere né secondo la direzione del moto, nè ad angolo retto 
con essa, ma avrà qualche direzione intermedia fra l'una 
e l'altra. 

Sia i* (fig. 100) un mobile, la cui posizione è definita 
dal passo ap, che vi conduce dal punto fisso a ; e la 
retta oq, descritta pel punto egualmente fisso o, rap¬ 
presenti la velocità del mobile. Se, per ogni posizione di 
p s'immagina descritta la oq, mentre il mobile r de- 
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scriverà la propria trajetloria, il termine q della retta 
stessa descriverà l'odografo; e questo moto si potrà con¬ 
siderare come quello di un secondo mobile, la cui posi¬ 
zione ò definita ad ogni istante dal passo oq, che vi 



conduce dal centro di riferimento o. Ora si è veduto che 
la velocità con cui varia il passo, che conduce da un punto 
fisso ad un punto mobile, ò la velocità del punto mobile. 
Quindi la velocità con cui varia il passo oq ò la velocità 
del punto q, che descrive l'odografo. D’altra parte, per 
definizione, oq rappresenta la velocità di p ; quindi la 
velocità, colla quale il punto q descrive l'odografo, è la 
velocità con cui varia la velocità del punto p, ossia l’acce¬ 
lerazione del movimento del mobile consideralo. Cosi, l'ac¬ 
celerazione è la velocità di un certo mobile; e poiché In 
velocità, come si ò veduto a suo luogo, è un vettore, ne 
segue immediatamente che l'accelerazione ò un vettore, 
ossia una quantità diretta. 

Quando la velocità di un mobile va continuamente cam¬ 
biando di grandezza, o di direzione, si può, in certo qual 
modo, immaginare che il mobile venga incessantemente 
fornito di velocità, in ragione di un tanto al secondo. Una 
pietra, che si scaglia obliquamente in allo, per lasciarla 
nuovamente cadere, descrive una parabola: e, come vuole 
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l’andamento di questa linea, la sua direzione, che do prin¬ 
cipio guarda obliquamente insù, gira, e diventa orizzontale, 
ad un certo punto, a partire dal quale si volge sempre più 
sensibilmente in basso. Ora ciò che, durante il corso della 
pietra, realmente avviene, è che alla pietra si va conti¬ 
nuamente aggiungendo velocità, in direzione verticale, o 
dall’alto in basso, in ragione di un tanto al secondo; più 
precisamente, la velocità della pietra si compone ad ogni 
istante con una velocità diretta verticalmente dall'allo in 
basso, la quale cresce uniformemente in ragione di 9,8 
metri al secondo. Perciò, in questo caso, si dirà che l’ac¬ 
celerazione, o velocità con cui varia la velocità, è costante, 
ed eguale a 9,8 metri al secondo, in direzione verticale, 
dall'alto in basso. 

Quando, attaccato un oggetto qualsiasi ad un capo di 
una corda, tenendo la corda per l’altro capo, lo facciamo 
rapidamente girare, si va continuamente comunicandogli 
velocità, nella direzione della mano; e poiché il corpo, 
girando, si move in direzione perpendicolare olla corda, 
la velocità aggiunta, in questo caso, è, ad ogni istante, 
perpendicolare a quella che il mobile già possiede. Ana¬ 
logo a questo è il caso del moto di rivoluzione dei pianeti 
intorno al sole. 11 pianeta riceve una comunicazione con¬ 
tinua di velocità, nella direzione del sole; ciò clic si esprime, 
dicendo che l'accelerazione ha costantemente la direzione 
della retta che unisce il pianeta col sole; inoltre, si trova 
che, in questo caso, essa varia in ragione inversa del 
quadrato della distanza dei due corpi. 
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§ 10. Sulle leggi del moto. 

Gli esempli ultimamente ricordali ci preparano a ben 
capire una legge del moto, che è fondamento d’ogni 
rigorosa trattazione della fisica. Supponiamo che un corpo 
sia in movimento, e domandiamoci che cosa dipende, in 
questo fenomeno, dalle « circostanze »; cosi chiamando 
la posizione occupata da ogni altro corpo per rispetto al 
corpo considerato, e lo stato del corpo stesso, per quanto 
è definito dal suo movimento, ad un istante qualsiasi. A 
tutta prima, potrà parere che da queste circostanze di¬ 
penda la velocità del corpo; ma, per poco che si rifletta, 
si vedrà che un corpo, nelle stesse circostanze, può mo¬ 
versi con velocità affatto diverse. Per esempio, ad una 
data altezza sul livello del mare, una pietra può moversi 
daH‘alto in basso, o dal basso in alto, o in direzione oriz¬ 
zontale, o sotto un'inclinazione qualsivoglia : e, in ciascuno 
di questi casi, può avere una velocità di qualsiasi gran¬ 
dezza; nessuna di queste ipotesi contiene qualcosa che sia 
in contraddizione coll'esperienza. Ma, comunque si mova 
la pietra, nel passare per una data posizione, la sua ve¬ 
locità varierà sempre in ragione, di 9,8 metri al secondo, 
in direzione verticale, daH'allo in basso. 

Cosi puro, per definire le circostanze del movimento 
di una sedia spinta da una persona sul ghiaccio, biso¬ 
gnerà determinare la compressione dei muscoli, che man¬ 
tengono la mano applicata alla sedia. Ma la velocità, 
con cui la sedia si move, non dipenderà soltanto da questa 
compressione; poiché una stessa spinta potrà mettere la 
sedia in moto, quando fosse ferma : potrà, quando scivo- 






313 


IL SESSO COMUNE NELLE SCIENZE ESA TTE. 


lasse lentamente, accelerarne il moto: e potrà mantenerla 
in molo, con una determinata velocità. Che cosa dipende 
adunque dalle circostanze ? In qualunque di questi modi, 
o in qualsiasi altro, si applichi la spinta, ó chiaro che 
essa produrrà un cambiamento della velocità, e che questo 
cambiamento varierà coll' intensità della spinta. Perciò, 
dalle circostanze, dipende la velocità con cui varia la ve¬ 
locità della sedia, ossia la sua accelerazione ; e questo 
circostanze sono la compressione dei muscoli, che au¬ 
menta la velocità, e rattrito del ghiaccio, che lo diminuisco 
nella direzione in cui la sedia si move. 

Ciò premesso, la legge del moto, alla quale abbiamo 
fatto allusione, è la seguente: L’accelerazione di un corpo, 
ossia la variazione della suo velocità, riferita all'unità di 
tempo, dipende, ad ogni istante, dalla posizione occupati» 
per rispetto ad esso dai corpi che lo circondano, mentre 
é indipendente dalla velocità colla quale il corpo si movo. 
Notiamo che questa dipendenza potrà essere di duo spe¬ 
cie distinte. In certi casi, come quando il braccio d'uno 
persona spinge una sedia, l'accelerazione del mobile di¬ 
penderà dallo stato di compressione dei corpi, che si tro¬ 
vano a contatto con esso; invece, in altri casi, come io 
quello del movimento dei pianeti intorno al sole, l'accele¬ 
razione dipende dalla posizione relativa di corpi posti a 
distanza. 

L'accelerazione prodotta in un corpo da un particolare 
sistema di circostanze si deve determinare in ogni caso, 
per mezzo di esperimenti opportuni; ma l’esperienza ci 
insegna un'altro legge generale, la quale permette di seni 
pliflcare di molto le indagini, che occorre di fare a quello 
scopo. Ecco questa legge : Se la presenza di un corpo, 
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quando esiste da solo, produco nel movimento di un 
dato corpo una certa accelerazione, e la presenza di un 
secondo, quando parimente esiste da solo, ve ne pro¬ 
duce una cert’altra: supposto che i due corpi esistano in¬ 
sieme, ciascuno di essi, in generale, non esercita alcunn 
influenza sull'accelerazione prodotta dall’altro. In altre 
parole, l’accelerazione del mobile sarà, in questo caso, 
quella che risulta dalla combinazione delle accelerazioni 
prodotte separatamente dai due corpi. E poiché le acce¬ 
lerazioni sono quantità dirette, basterà comporle come si 
sono composti i vettori nel § 3 del precedente capitolo: 
e si otterrà cosi il risultato prodotto dalla sovrapposizione 
di duo sistemi di circostanze. 

Ora questa gran legge di natura, mentre semplifica in 
sommo grado lo studio del moto di uno stesso corpo, post» 
in diverse circostanze, non ci permette di fare alcuna con¬ 
clusione intorno al moto di corpi (licersi, posti nelle stesso 
circostanze. Se non che a questo caso provvede ampia¬ 
mente un’altra legge generalo, che, al pari delle due pre¬ 
cedenti, si deduce dall'esperienza. Questa terza legge del 
moto, d' universale imponenza, si può enunciare cosi : Il 
rapporto delle accelerazioni, che due corpi qualunque pro¬ 
ducono l’uno nell’altro, in virtù della loro reciproca in¬ 
fluenza, è una quantità costante: affatto indipendente dal 
modo in cui questa influenza si esercita, in ogni caso spe¬ 
ciale. In altre parole, comunque i due corpi agiscano l’uno 
sull’altro, e cioè sia che si tocchino, o che siano riuniti da 
un filo, o che, pur trovandosi a distanza, ciascuno, colla 
propria presenza, modifichi la velocità dell'altro, quel 
rapporto, nei casi ora citati, come in qualsiasi altro, re¬ 
sterà sempre lo stesso. 
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§ 11. Sulla massa e la forza. 

Ecco un' applicazione di questa legge. 

Immaginiamo di prendere un cerio corpo p, del quale 
converremo di valerci come termine di confronto, ed 
un allro corpo qualsiasi q, e di determinare il rapporto 
delle accelerazioni, che ciascuno di essi produce nell'altro, 
nella più semplice circostanza in cui può esercitarsi la 
loro reciproca influenza. Rappresenti m il rapporto cosi 
determinato, per mezzo di opportuni esperimenti : e pre¬ 
cisamente, m esprima il rapporto dell' accelerazione del 
corpo campione p a quella del secondo corpo q. Questa 
quantità si chiama la massa del corpo q. Ora sia m' il 
rapporto dell’accelerazione che riceve il corpo p a quella 
che riceve un terzo corpo r, in virtù della loro mutua 
influenza. I.a nostra legge, nei termini in cui fu enun¬ 
ciata, ci permette di asserire che questi rapporti avranno 
sempre lo stesso valore, qualunque siano le circostanze 
in cui p e q, e p ed r esercitano la loro scambievole in¬ 
fluenza; ma non ci dice nulla intorno al rapporto dello 
accelerazioni, che q ed n produrranno l’uno nell' allro. 
Ora, anche in questo caso, l’esperienza ci toglie d'im¬ 
barazzo, e c'insegna che, nelle ipotesi precedenti, ogni¬ 
qualvolta q ed n agiscono l'uno sull' altro, il rapporto 
dell'accelerazione di q a quella di r sarà l’ inverso del 
rapporto di m ad m'. Quindi, posta eguale all' unità la 
massa del corpo preso come campione, potremo enunciare 
la proposizione generale che le accelerazioni , che ricevono 
due corpi per la loro scambievole influenzarono inversa¬ 
mente proporzionali alle masse. Segue da ciò che, una 
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volta determinate le masse dei corpi, dato un certo si¬ 
stema di circostanze, si potrà valersi dell' effetto eh’ esse 
producono sopra un corpo, per calcolare quello che 
avranno la facoltà di produrre sopra qualunque altro. 

11 lettore osserverà che la massa, come l'abbiamo testé 
definita, 6 un rapporto di accelerazioni : e cioè una pura 
costante numerica, che si potrà determinare coll’espe¬ 
rienza, per ogni coppia di corpi. Ora si trova, coll'espe¬ 
rienza , che le masse di due corpi composti della stessa 
sostanza, quando questa è uniformemente distribuita, sono 
proporzionali ai loro volumi. Questa relazione fra la massa 
e il volume ha dato origine a una quantità d'idee voghe 
ed oscure. Essa é stata l'occasione perché si associasse 
ai corpi qualcosa d'indefinibile, a cui si è attribuito il nome 
di materia. Secondo questo modo di vedere, la materia, 
che s'immagina distribuita nello spazio, è qualcosa che 
compone i corpi; e, conformemente a ciò, la massa di 
un corpo si definisce come la quantità di materia do esso 
contenuta. Al concetto di materia si ó accoppiato quello di 
ciò che si chioma [orsa : e che, in un modo non mai chiarito, 
si suppone risedere nella materia. La forza, che un corpo p 
esercita sopra un corpo c> di massa ni, è una quantità 
proporzionale olla massa m di o, e all'accelerazione, che 
la presenza di r produce nel molo di o. 11 lettore non du¬ 
rerà fatica a riconoscere che questo concetto di forza 
non spiega perché la presenza di p tende ad alterare la 
velocità di q, più che il concetto di materia non valga a 
spiegare perchè le accelerazioni, che ricevono due corpi 
per lo loro scambievole influenza, sono inversamente pro¬ 
porzionali alle masse. L'uso di fondare i concetti attinenti 
al moto dei corpi sui termini di « materia », e di « forza » 


CLIFFOUD. 


zi 
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è stato troppo spesso causa «l'oscurità, non solo in mate¬ 
matica, ina anche in filosofia. Noi non sappiamo perchè 
la presenza di un corpo tende a cambiare la velocità di 
un altro; dicendo che cagione di ciò è la forza posseduta 
«lai primo corpo, la quale agisce sulla materia del secondo, 
non facciamo altro che mascherare con un giro di parole 
la nostra ignoranza. Tutto ciò che noi sappiamo è che In 
presenza di un corpo tende a modificare la velocità di un 
altro: e che, ogniqualvolta ciò avvenga, questa modifica¬ 
zione si può esattamente determinare coll'esperienza, ed 
obbedisce alle leggi precedentemente enunciate. 

Calcolare, per mezzo delle leggi del molo, i molteplici 
effetti, che una combinazione qualsiasi di circostanze pro¬ 
duce sopra un corpo di costituzione comunque complicala, 
o sopra un sistema di corpi, deducendoli dogli effetti, 
sperimentalmente osservati, che, sopra un corpo della più 
semplice natura, producono le circostanze più semplici, 
è compito speciale di quel ramo delle scienze esatte, che 
forma la cosi detta Matematica applicala. 


FINE. 



